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Résumé

Ce cours, Informatique 4 du MIDO/DUMI2E 2iéme année de 'université Paris-Dauphine, s’adresse
& des étudiants initiés & l’algorithmique et & la programmation Java, c’est-a-dire ayant déja pro-
grammé quelques algorithmes en Java d’au-moins 20 lignes, et ayant un bagage mathématique
classique.

Le but pour I’étudiant est 'acquisition des techniques fondamentales de ’analyse algorithmique
et de la conception d’algorithmes, motivées par le comportement en pratique de l’exécution de pro-
grammes en Java. En particulier, nous étudierons les techniques permettant un gain de complexité;
celles lices par exemple a I’utilisation de structure de données arborescentes ou a la récursivité.

La pertinence des concepts introduits sera confrontée a la réalité via des allers et retours entre
la théorie et ’exécution sur machine.



Chapitre 1

Complexité des algorithmes

Toute ’algorithmique repose sur 'idée qu’il y a des algorithmes meilleurs que d’autres, indé-
pendamment des aspects technologiques, et que 1'on peut ainsi les classer théoriquement selon
divers critéres de performance. Le concept central est la complexité, détaillé dans la prochaine
section, c’est-a-dire la prévision du temps d’exécution d’un algorithme en fonction de la taille des
parameétres en entrée.

1.1 Introduction et notation asymptotique
Pour toute fonction g(n) : N — N, on note :
O(g(n)) ={f(n): 0< f(n) <cg(n), Ic >0, Ing € N, ¥n > ny}.
Le point de départ du concept de complexité d’un algorithme est :
Point 1 Si un algorithme n’a aucun paramétre en entrée, alors sa complezité est O(1).

Ce postulat implique par-exemple que, soit une classe possédant trois méthodes A(), B() et C(Q)
suivantes, elles ont la méme complexité :

public static void A (){
int a=0,b=1;
for(int i=0; i<10; ++i)
a += b;

}

public static void B (O{
int a=0,b=100;
for(int i=0; i<100; ++i)
a += b;

}

public static void C (){
for(int i=0; i<10000; ++i){
AQ;
AQ;
BO;

Le nombre d’additions effectuées par un appel a A() est O(1), de méme que le nombre d’additions
effectuées par un appel 4 B() ou a C().



Point 2 Si un algorithme A consiste en deux appels a un algorithme B, alors les deux algorithmes
ont la méme complexité. Ce qui signifie que la complexité ne se mesure qu’d une constante multi-
plicative preés.

Dans les méthodes surchargées suivantes, A(int n) fera n boucles constantes, chacune de com-
plexité O(1), B(int n, int m) fera nm boucles constantes et C(int n, int m) fera 2nm boucles
constantes. Mais les méthodes B(int n, int m) et C(int n, int m) ont la méme complexité
O(mn).

public static void A (int n){
for(int i=0; i<n; ++1i)
AO;
}

public static void B (int n, int m){
for(int i=0; i<m; ++i){
A(n);
}
}

public static void C (int n, int m){
for(int i=0; i<m; ++i){
A(n);
A(n);
}
}

Pour toute fonction g(n), on note :
Qgn)) ={f(n): 0<cg(n) < f(n), IJe >0, Ing €N, ¥n > ny}.
On note aussi :
O(g(n)) = {f(n): 0 <cig(n) < f(n) < cag(n), Ie1,¢2 >0, Ing €N, ¥n > no}.

Clairement, le nombre d’exécutions de la méthode A() par un appel de D1(int n) est n? =
O(n?), Pour un appel de D2(int n), A() sera exécutée Y ._| i = w fois, soit ©(n?) fois, en
prenant ¢; = 1/2, ¢co =1 et ng = 0.

public static void D1(int n){
for(int i=0;i<n;++i)
for(int j=0;j<n;++j)
AO;
}
public static void D2(int n){
for(int i=0;i<n;++i)
for(int j=ij;j<n;++j)

AQ;

En théorie, les méthodes D1(int n) et D2(int n) sont classées dans la méme catégorie, celle
des algorithmes ©(n?).
Les notations asymptotiques O, €2, © s’étendent aux fonctions de plusieurs variables, par exemple :

O(g(n,m)) ={f(n,m): 0 < f(n,m) <cg(n,m), Ic¢ > 0, Ing,mp € N, Vn > ng, ¥n > myp}.

Définition 1 La complexité d’un algorithme en fonction du vecteur de paramétres n dépendants
de lentrée est



— Au-plus O(g(n)) si son exécution se décompose en au-plus O(g(n)) exécutions d’algorithmes
constants ;
— Au-moins Q(g(n)) si on a une décomposition en au-moins Q(g(n)) algorithmes constants ;
- Exactement O(g(n)) si son éxécution se décompose en au-plus O(g(n)) et au-moins Q(g(n))
exécutions d’algorithmes constants.
Avec g : N*¥ — R, ou k est le nombre de paramétres entiers choisis pour caractériser ’entrée.

Clairement, la complexité de C(int n) ci-dessous est au-plus O(n?). Montrons qu’elle est en fait

O(n).

public static void D(boolean[] Tab){
int j=0;
while(Tab[jl==true){
Tab[jl=false;
jt++s
}
Tab[jl=true; //j<Tab.length
}
public static void C(int n){
boolean[] Tab;
Tab = new boolean[n];
for(int i=0;i<n;++i)
D(Tab);

Clairement la complexité de C(int n) est au-moins Q(n), il suffit donc de montrer qu’elle est
au-plus O(n). Elle est O(t(n)) ou t(n) est le nombre total de basculements de Tab[j] de true a
false dans la boucle while, ou de false & true, & chacun des n appels & D(boolean[] Tab).
Ainsi, t(n) = Z;ig_l bn(7), ot b, (j) est le nombre de basculements de Tab[j]. Soit T;; € {0,1}
tel que T;; = 1 si et seulement si Tab[j]=true aprés le iéme appel de D(boolean[] Tab) (Java
initialise Tab[jl=false pour j =0,...,n— 1) :

i\j |0 1 2 3 ... n
0 0O 00O 0o o0
1 10 0 0 0 O
2 0 1.0 0 0 O
3 110 0 0 O
4 0 01 0 0 O
5 101 0 0 O
Soit k le plus petit indice j tel que Tj; =0 :

i\j |0 1 2 ... &k
i 11 1 1 0 =«
i+1/0 0 0 0 1 =«

On a alors
—1 pour j <k,
Tiv1; —Tij = 1 pourj=kF,et

0 pourj > k.
On peut montrer par induction sur i, que i = Z?ig& T;;29 := f(i). Clairement f(0) = 0. Il
suffit donc montrer que f(i + 1) — f(i) = 1. Donc f(i + 1) — f(i) = Zgigil 20(Ty41j — Tyj) =
2k —Z;ilg_l 27 = 1. (Par induction surnona 2" —1 ="

jen 2, eneffet, 2711 = 2(27 —1) 41 =
L4+ 0cieni1 2 =2 5cni12’Y)



On peut montrer, par induction sur n, que b, (j) = LQ%J qui est clairement vraie pour n = 0 Vj
et Vn j = 0. Remarquons que, ci-dessous, 1’égalité de gauche est vraie, il suffit donc de montrer
que celle de droite est vraie.

) 14+b;(j) sij<ket t+1 1+ |5 sij<ket
bit1(d) :{ b8§ si§'>k, et L 27 J :{ Lﬂ sii’ > k.
Donconaj>0,i=f(i)=2F-1+¢2"eti+1=(¢g+1)2% 3¢g. Doncsij<k,onak>0et
i=(2¢+1)2F1 4 2k=1 — 1 = .. et il sensuit que, 3¢/, i = ¢'2/ + 27 — 1 pour j < k. Donc la
premiére égalité des deux de droite est vraie. Pour j > k, on a i = f(i) = 2 — 1 + Z?:—;H T2t
donc 27 ne divise ni i ni i + 1, d’ott la deuxiéme égalité.
La preuve finale découle donc du calcul suivant :

o = 3|2

(Car par induction sur n on a 1 — 57 = Y7 | 57, en effet, 1 — o5l = 5+ 3(1 - 55) = 5 +

271,
n n+1
%(Zj:l 2%) = 23;_1 2%)
1.2 Complexités au pire cas et en moyenne

Le temps d’exécution d’un algorithme dépend de la nature des données en entrée.

Définition 2 Ftant donné un algorithme, soit A ’ensemble de toutes les entrées possibles pour
cet algorithme. Si la complexité de ’algorithme, avec une entrée A € A de taille n, est ©(g(n, A)),
alors sa complexité au pire cas est O(g(n)) avec

9(n) := max g(n, A),

et sa complexité moyenne est ©(g(n)) avec

n, A
g(n) = Q(M )

AcA

Par défaut, on exprime la complexité au pire cas des algorithmes. On peut remplacer "O(-)" par
"au-plus O(-)" ou par "au-moins Q(-)".

La procédure D(boolean[] Tab) que nous avons vu a une complexité O(n) au pire cas et O(1)
en moyenne (avec n égale Tab.length).

Typiquement le nombre d’opérations considérées constantes (comme la comparaison d’entiers)
de Algorithm 1 est ©(n + t(A)) ou t(A) est le nombre de passages dans la boucle while, qui
dépend du tableau A & trier et pas uniquement de sa taille n.

La validité de Algorithm 1, c’est-a-dire le fait qu’apreés son exécution, A soit trié (dans ’ordre
croissant), découle de l'invariant : soit A; le tableau A avant l’entrée de la boucle for (ainsi As est
le tableau A d’origine), alors d’une part A; est une permutation de A, d’autre part, le sous-tableau
Aj[1...5 — 1] est trié. Trivialement c’est vrai pour j = 2. Supposons le vrai jusqu’a j. Soit ¢ la
valeur de cet indice a la sortie de la boucle while,ona A;1[1...4] = A;[1...ilet Aj11[i+2...j] =
Ajli+1...j—1]. De par la derniére instruction on a A;11[i] < Aj11[i +1] = A;[j] < Ajp[i +2].
Donc l'invariant est vrai et la validité démontrée.



Algorithm 1 TRI-INSERTION(A)
for j «— 2 ando

clé «+ Alj]

i+j—1

while i > 0 et Afi] > clé do
Ali + 1] + Alf]
t—1—1

Ali 4+ 1] « clé

Si Ali] > A[j] pour tout 1 < i < j < n, alors t(A) = 37777 — 1 = ©(n?), c’est ce qui se
produit si le tableau en entrée A est trié dans 'ordre décroissant et que les éléments de A sont
tous différents. Si A[i] < A[j] pour tout 1 < i < j < n, alors t(A) = 0, c’est ce qui se produit
si le tableau en entrée A est trié dans l'ordre croissant. En moyenne on peut supposer que A[i]
est strictement inférieur & A[j] avec probabilité 1/2, le sous tableau A[1...j — 1] étant trié, on a
alors t(A) = Ziig % = O(n?). Asymptotiquement, le méme nombre quadratique d’opérations
est effectué dans le pire cas et dans le cas moyen, mais dans le meilleur cas, ce nombre est linéaire.

1.2.1 Paramétres de complexité

Logarithme et décomposition de base

Soit d > 2 un entier. Tout entier n admet une unique décomposition sous la forme n = >~ >0 @j d’,
a; €{0,1,...,d—1}.

public class Decomp {
static void Decom (int d, int n){

int j=0;

while(n>0){
System.out.println("a" + j++ + "=" + njd);
n=n/d; // floor rounding

}

}
public static void main(String[] args){
Decom(3,78);
}
}

Pour tout d > 2. Si n < d lalgorithme renvoie bien la décomposition de n et elle est unique.
Soit n > d le plus petit entier contre-exemple. On a n = gd + ag avec ¢ = > >0 bid? > 0 (car
q < n, le plus petit contre-exemple). Donc n = Zj>0 a;d’ avec a; = bj_1 pour tout 7 > 1. De plus
la décomposition de n est unique sinon n = ag + 2]21 cjd? et g = 221 cjd?~1 aurait une autre
décomposition (contradiction car g < n).

Pour tout réel d > 1, la fonction logarithme en base d, notée log,(+), associe a tout x € R le
réel z tel que z = d*. Si 2y = d**d* et xy = d?, alors z = z, + 2, ; donc log, x + log, y = logy xy
pour tout z,y > 0. Cela implique log, z* = klog, z pour tout k € N. On a z/y = d**d~* = d*
implique log, x — log, y = log,(x/y). Si . = a? = b? et b= a" alors a? = a?", d’ou p = gr, donc

log, © =log, b x log,z pour tout a,b > 1 et tout > 0.



D’ou l’existence, pour tout a,b > 1, d’une constante c := log, b, telle que log, x = clog, = ; et donc
log, © = ©(log, ).

Pour tout entier n, il existe un unique entier k tel que k < [log;n| < k + 1 cest-a-dire d* <
n < d*T1. Le nombre de bits codant I'entier n en base d est |log;n| + 1 en base d > 2. (Preuve :
Clairement aj > 0 et a; = 0 pour tout j > k.)

Notez que (Z?:o a;d’P = ... + apdP*, donc |log,aP] = p|log,al. De méme Z?:o ajd? x
22:0 bjd? = ...+ apbd*! avec arb; < d2. Donc |log,(ab)| = |logga| + |log, b] plus 1 ou non.

Par défaut d = 10 dans le sens que log(z) = log;,(x) mais en algorithmique on utilise principa-
lement le logarithme en base 2 noté logy, x = lgz. De maniere générale log, z = % ot In(+) est le
logarithme néperien, mais la relation importante est log, d* = k.

Par exemple, 1g8 = 3 et log; 9 = 2, et

n= 16|32|64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384
lgn= 4|56 7 8 9 10 11 12 13 14

L’ordre de grandeur du lg est donné par ’approximation 1g 10°* ~ 10k. Ainsi le lg d’un mil-
liard est de l'ordre de 30, et évident le log;, d’un milliard est 9. Pour les ordres de grandeur de
I’algorithmique il est suffisant d’assimiler tout logarithme au logarithme en base 10, c’est-a-dire
que l'on peut considérer que le log d’un entier est son nombre de digits (ou chiffres 0,1,...,9 en
base 10). En fait on manipule des algorithmes de complexité logarithmique depuis la petite enfance
puisque par exemple 1’algorithme élémentaire de ’addition d’un entier & un entier n est en O(logn)
c’est-a-dire qu’il nécessite moins de deux additions de deux chiffres par digits de n.

Parameétres en entrée : Tri dénombrement

La complexité dépend de ce que ’on suppose étre constant, en général, par exemple, étant donné
deux entiers a, b, on suppose que le test a < b est constant, c’est-a-dire indépendant de la taille de
a et b. Ainsi, la complexité de la plupart des algorithme de tri est exprimée uniquement en fonction
du nombre n d’entiers a trier ; ce qui revient & considérer que la taille maximum d’un entier & trier
est une constante du probléme. L’algorithme suivant trie un tableau A de n éléments de {1,...,k}
en O(n + k), si Pon considére k comme une constante ’algorithme est linéaire, en O(n).

Algorithm 2 TRI-DENOMBREMENT(A)

Soit A un tableau de n entiers < k & trier.
Créer B et C deux tableaux de n et k entiers nuls.
for j «— 1 ando
ClA[]] « ClA[]] +1
for i+ 2akdo
Cli] + C[i — 1] + C[i]
for j«<1ando
BIC[Al]]) « Alj
ClA[]] « ClA[]] -1
A+ B

(Dans la suite j,5" € {1,...,n} et ¢ € {1,...,k}.) La validité de Algorithm 2 découle de
Pinvariant suivant : a chaque passage dans la troisiéme boucle for, lentier C|i] est égal au nombre
d’éléments j du tableau A tels que A[j] < i et tel que j ne figure pas encore dans B. (On dit que j
figure dans B si l'on a déja fait B[j'] + A[j] pour un j'.) En effet, cet invariant implique que dans
la troisiéme boucle for, juste avant de faire figurer 1’élément j de A dans B par B[j'] + A[j] avec
j = CJA[j]], il y a j' éléments (y compris A[j]) a faire figurer dans B dont la valeur est < A[j];
ainsi j est & la bonne place dans B qui sera égal au tableau A trié juste avant la derniére ligne
A < B. Pour prouver l'invariant, il est facile de voir d’abord que, & la sortie de la premiére boucle
for, C[i] = |{j : Alj] = i}|- Remarquons que l'on a aussi C[1] = |{j : A[j] < 1}| et C[2] = |{j :



Alj] = 2}|. Comme |{j : A[j] <i}|={j: Alj] <i—1}+ |{j: Alj] = i}, il s’ensuit par induction
sur i que C[i| = [{j : A[j] < i}| pour tout i aprés la deuxiéme boucle for.

Invariant de la troisiéme boucle for : C[i] = |{j: A[j] <} — |{j: Blj] =}

A Dentrée de la troisiéme boucle aucun j ne figure dans B, 'invariant est donc vrai avant la
troisiéme boucle. A chaque parcours de la troisiéme boucle, I’élément j de A figure dans B aprés
la premiére instruction, puis, & I'instruction suivante, on décrémente C[A[j]]; I'invariant est ainsi
conservé; fin de la preuve.

Remarquons que dans la troisiéme boucle for si on décrémente j le tri devient stable c’est-a-
dire que pour tous j < j’ tels que A[j] = A[j'] avant D’algorithme, on aura a la derniére ligne,
B[k] = A[j] et B[K'] = Alj'] avec k < K.

L’espace mémoire (en bits) requit pour faire fonctionner Algorithm 2 est la complexité sont
O(n + k). Le nombre de bits codant lentier k est O(lgk) := t, donc la taille requise en mémoire
pour stocker le tableau qui constitue ’entrée de Algorithm 2 est O(n + 2¢). L’espace mémoire
pour faire fonctionner I’algorithme et sa complexité sont Q(2%), exponentiel par rapport a t, la
taille de ’entrée (si on code ’entrée en binaire).

Parameétres en sortie

La complexité d’un algorithme dépend aussi du paramétre de sortie.

Considérons un algorithme qui calcule /2 : v/2 n’est pas rationnel. En effet, suppons qu’il existe
deux entiers non nuls p et ¢ tels que V2 = %, et choissons un tel couple avec p le plus petit possible.
Remarquons que si p = 2n + 1 avec n € N alors p? = 4n? +4n +1 = 2n/ + 1 avec n’ € N. Ainsi p?
n’est divisible par 2 que si p I'est aussi. Puisque p? = 2¢? alors p = 2n. D’oul ¢*> = 4n?/2 = 2n?.
Mais alors g est aussi divisible par 2 ce qui contredit la minimalité de p.

public class Heron {
final static double EPSILON=1.E-9;
static int compt=0;
static int heron(double rac){
compt=0;
double a=rac;
while(Math.abs(a-Math.sqrt(rac)) > EPSILON){
++compt;
a=(rac/a + a)/2.0;
}
return compt;
}
public static void main(String[] args){
long start,finish;
int test=0,max=1;
start = System.currentTimeMillis();
for(int i = 2; i<1.E9 ; i++){
test=heron(i);
if ( max < test)
max=test;
}
finish = System.currentTimeMillis();
System.out.println("Total time= " + (finish-start) + "ms\t Max steps=" + test);
}
}

donne

Total time= 316563ms Max steps=19



Pour le calcul de racine de 2, la sortie est donc de taille infinie, la complexité du calcul dépend
donc de la précision demandée. La suite wu, 1 = 5 + 1% converge vers v/2 (voir géométrie grec ou
méthode de Newton). Avec up = 1 on obtient us = 1.41421356237309504830168.

La limite principale du concept de complexité est numérique. Pour les méthodes numériques en
général le concept de convergence est plus pertinent que celui de complexité.

1.3 Expérimentations sur le temps de calcul

1.3.1 Coefficient bin6émial

En pratique, O(g(n)), Q(g(n)), ©(g(n)) n’ont de sens que si n peut atteindre de grandes valeurs,
et ainsi la pertinence du concept de complexité est liée a celle de I’étude du comportement asymp-
totique de I’algorithme. On peut par-exemple calculer en ©(n) ou en ©(n?) le coefficient binomial
(Z) = ﬁip)! qui atteind son maximum pour p = |n/2] ou [n/2] mais dans la pratique on est plus

limité par la taille mémoire que par le temps d’exécution. En pratique, on peut instantanément
1029)

calculer un coefficient binomial (Z) inférieur a la taille maximum d’un double, soit (1
public class Binomial {
public static double BinomialRec(int n, int p){
if(p==n || p==0)
return 1.0;
else
return binomialRec(n-1,p-1)+binomialRec(n-1,p);
}
public static double BinomialIlt(int n, int p){
if ( (n-p) < p ) p=n-p;
// Allocate tril and tri2
double[][] tril = new double [p+1][];
double[][] tri2 = new double [p+1][];
for(int i = 0 ; 1 < p+1 ; i++){
tril[i] = new double[i+1];
tri2[i] = new double[i+1];
}
// Construct tril
for(int i = 0 ; 1 < p+l; i++)
tri1[i][0] = trii1[i][i] = 1;
for(int i = 2 ; 1 < p+l; i++)
for(int j =1 ; j <=1 -1 ; j++)
tri1[i]1[j] = tritli-11[j-1]1 + tritl[i-11[j];
// Intitialization tri2[p][]
if (n-2*p-1 == -1) // n is even and p=n/2
for(int j =p ; j >0 ; j--)
tri2[pl [j1=trillpl [p-jl;
if (n-2*p-1 == 0){
tri2[p] [pl=1;
for(int j =p-1; j >=03; j--)
tri2[pl [j] = triilpl[p-j-11 + triilpllp-jl;
}
if (n-2%p-1 >= 1){
double[][] rect = new double [n-2x*p-1][p+1];
for(int i = 0 ; i < n-2%p-1; i++)
rect[i] [0]=1;
for(int j =1 ; j < p+tl ; j++)
rect[01[j] = triilpl[j-11 + triilpl[jl;



i < n-2%p-1; i++)
3 J < ptl; j++)
rect[i-1][j-1] + rect[i-1]1[j];

for(int i = 1
for(int j =
rect[i] [j]
tri2[p] [pl=1;
for(int j = p-1; j >= 0 ; j--)
tri2[pl[j] = rect[n-2*p-2][p-j-1] + rect[n-2xp-2][p-jl;

I e

}
// Construct tri2
for(int i = p-1 ; i >= 0; i--)
for(int j =i ; j >= 0; j--)
tri2[i1[j] = tri2[i+1][j+1] + tri2[i+1]1[j];
return tri2[0] [0];
}

static double BinomialDir(int n, int k) {

return Math.floor (0.5 + Math.exp(logFactorial(n) - logFactorial(k) - logFactorial(n-k)));
}

static double logFactorial(int n) {

double ans = 0.0;

for (int 1 = 1; i <= n; i++)

ans += Math.log(i);
return ans;

public static double TriPasc(int n){
double[][] mat = new double [n+1][];
for(int 1 = 0 ; 1 < n+1 ; i++)

mat[i] = new double[i+1];
for(int i = 0 ; i < n+l; i++)
mat[i] [0] = mat[i][i] = 1;
for(int i = 2 ; i < n+1; i++)
for(int j =1 ; j <=1 -1 ; j++)
mat[i][j] = mat[i-1][j-1] + mat[i-1]1[j];

}

public static double fact(int n)

{ double res = 1.0;
for(int i = 1; i <= n ; i++)

res *=ij;
return res;

}

public static double arrangement(int n, int p)

{ double res = 1.0;
for(int i =n ; i >n - p ; i--)

res *= i,
return res;

}

public static double binomial(int n, int p)
{ return arrangement(n,p)/fact(p);}

public static void main(String[] args){
final int n = 268;
double[][] mat = new double [n+1][];
for(int 1 = 0 ; 1 < n+1 ; i++)



mat[i] = new double[i+1];
for(int i = 0 ; i < n+l; i++)

mat[i] [0] = mat[i][i] = 1;
for(int i = 2 ; i < n+1; i++)

for(int j =1 ; j <=1 -1 ; j++)

mat[i] [j] = mat[i-1]1[j-1] + mat[i-11[j];
System.out.println("Triangle Pascal = " + mat[n][n/2]);
System.out.println("Binomial = " + binomial(n,n/2));
}
}

La validité de Triangle Pascal découle, par induction sur n, de :

<n> = [{Ac{l...n}: 141 =p)

p
= [ jAl=p|+ [{Ac ) A =p -1}

- ()60

Puisque 0! =1 on a (}) = #}jﬂp, pour p = 0 et p = n, et par induction :
(n—1)! n (n—1)!  (n=p)(n—-1!" pn-1)!
(n=1=p)lp! * (n—p)p-1) (n —p)!p! (n —p)!p!
n!
~ (n-p)lp!

La complexité de binomial(int n, int p) est ©(n) et le calcul du triangle de Pascal double[][]
mat est en ©(n?). Avec n = 268; on a instantanément :

Triangle Pascal = 2.309438374333814E79
Binomial 2.3094383743338157E79

La valeur arrondie donnée par la méthode en ©(n?) est correcte tandis que la méthode en ©(n)
fait une légére erreur. Avec n = 269; on a :

Triangle Pascal = 4.6017697977466374E79
Binomial Infinity

Pour pouvoir poursuivre avec une méthode en ©(n) il faut modifier binomial pour :

static double logFactorial(int n) {

double ans = 0.0;

for (int 1 = 1; i <= n; i++)

ans += Math.log(i);

return ans;
}
static double binomial(int n, int k) {

return
Math.floor(0.5 + Math.exp(logFactorial(n) - logFactorial(k) - logFactorial(n-k)));
}

On a utilisé le fait que [0.5 + x| est U'entier le plus proche! de x, que (Z) = glnni=Inpl=In(n—p)! ot

que Inn! = ij In k. Ainsi pour n = 1029; on a instantanément :

1. En fait Pentier n tel que |z —n| < 0.5 si il existe, et sinon [z].
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Triangle Pascal = 1.4298206864989042E308
Binomial 1.4298206864981146E308

(notez la légere différence). Et avec n = 1030; on a :

Triangle Pascal = Infinity
Binomial = Infinity

For n= 25 Binomial Rec. took 31lms

For n= 26 Binomial Rec. took 47ms

For n= 27 Binomial Rec. took 140ms
For n= 28 Binomial Rec. took 203ms
For n= 29 Binomial Rec. took 500ms
For n= 30 Binomial Rec. took 782ms
For n= 31 Binomial Rec. took 1937ms
For n= 32 Binomial Rec. took 3078ms
For n= 33 Binomial Rec. took 748b5ms
For n= 34 Binomial Rec. took 11906ms
For n= 35 Binomial Rec. took 29094ms
For n= 36 Binomial Rec. took 46562ms
For n= 37 Binomial Rec. took 113344ms
For n= 38 Binomial Rec. took 180562ms
For n= 39 Binomial Rec. took 441797ms
For n= 40 Binomial Rec. took 707563ms
For n= 41 Binomial Rec. took 1727937ms

Binomial with Log = 1.4298206864981146E308 (n=1029)

Binomial It = 1.4298206864989042E308 (n=1029)
Total time Oms

Soient n et pq,...,pr des entiers tels que Zlepi = n, alors on note ( le nombre de

partitions (V1,..., V%) de {1,...,n} avec |V;| = p;. On peut montrer que

(o) = ) * G ) = G )
Pi,-.-, Dk p1_1>"‘7pk p17p2_17"'7pk plu"'7pk_1

( n ) B n!
Dis---> Dk pil. .. pg!

1.3.2 Termes de Fibonacci

")
P15--3Pk

et que

Souvenons nous de 'exemple de la suite de Fibonacci, pour tout entier n > 2, on définit F,, =
F,_o+ F,_1 avec au départ F; =i pour ¢ =0, 1.
L’implémentation en Java suivante :

public class Fibonacci {
static int FiboRec (int n){
if (n<2) return n;
else return FiboRec(n-1)+FiboRec(n-2);
}
static double FiboIt (int n){
if (n<2) return n;
elsed{
double x=0,y=1,z;
for(int i=2;i<=n;i++){

11



Z=X+y; X=y; y=2;
}
return z;
}
}
static double FiboDir (int n){
double res;
res = (Math.pow(phi,n)+Math.pow(phic,n))/Math.sqrt(5);
return Math.floor(res + 0.5);
}
static final double phi=(1+Math.sqrt(5))/2, phic=(1-Math.sqrt(5))/2;
static long start,finish;
static double MaxDistGoldRat (int from, int to){
double max=0;
start = System.currentTimeMillis();
FiboRec(from-1);
finish = System.currentTimeMillis();
double time=finish-start;
for(int n=from; n<=to;n++){
start = System.currentTimeMillis();
FiboRec(n);
finish = System.currentTimeMillis();
if (max < Math.abs( ((finish-start)/time) - phi) )
max=Math.abs( ((finish-start)/time) - phi);
time=finish-start;
}

return max;

}
public static void main(String[] args){
System.out.println("Max dist with Golden Ratio = " + MaxDistGoldRat (45,50) );
}
}
donne :

Max dist with Golden Ratio = 0.01391776598960437

On a utilisé la procédure récursive suivante qui prend en paramétre d’entrée un entier n et donne,
en parameétre de sortie, 'entier égal a la valeur de F), :

Algorithm 3 FIBONACCI-REC(n)
if n < 2 then
return n
else

return FIBONACCI-REC(n — 1)+FIBONACCI-REC(n — 2)

On a aussi procédé itérativement :

Et aussi directement avec Algorithm 5 dont la validité est un résultat de mathématique clas-
sique : ¢ est le nombre d’or, c’est-a-dire la solution positive de 2 = x + 1, et ¢ est ’autre solution
(le conjugué). Ainsi * = ¢ et ©* = ¢ satisfont 2" = 2"~ + 2”2 pour tout n > 2, et donc
T, = ap" + b@n satisfait x, = x,,_1 + &, _2 pour tout a,b € R. Pour avoir zo = 0, on a b = —a, et
pour avoir x1 =1l on aa = ﬁ D’oii, 'unicité étant claire, F;, = %(qb" - an)

La validité de Algorithm 3 découle du raisonnement classique par récurrence (ou par induc-
tion) : D’une part, trivialement, ’algorithme marche avec tout entier n < 2, d’autre part, pour
tout n > 2, si il marche pour tous les entiers strictement inférieurs & n alors il marche pour n.

12



Algorithm 4 FIBONACCI-IT(n)

if n < 2 then
return n
else
a+—0;b+1
for i < 2 ando
c—a+b;a+b;b+c
return c

Algorithm 5 FIBONACCI-DIRECT(n)

¢ %ﬁ
-

R .
return %((b" —¢)

Trivialement Algorithm 4 marche avec tout entier n < 2. Pour n > 2 on rentre dans la boucle
for initialisée avec i = 2, a = F;_o et b = F;_1. Aprés la premiére instruction ¢ = Fj;. Les deux
autres instructions assurent que I’on a I’invariant suivant : 4 l’entrée de la boucle for on a a = F;_o
et b= F;_1. Ainsi a la sortie de la boucle for on a i = n et donc ¢ = F,, d’otl la validité 2.

La description de Algorithm 5 n’est que partielle car le calcul de mise & la puissance n n’est
pas explicité, de méme que la manipulation de v/5.

Dans Algorithm 5, on a besoin de la fonction puissance et aussi de v/5. On verra qu’il existe un
algorithme logarithmique pour la fonction puissance, ce qui pourrait améliorer I’approche linéaire.
Mais quelque soit la valeur stockée de v/5 sa précision pourrait éte insuffisante car v/5 n’est pas
rationnel. En effet, suppons qu’il existe deux entiers non nuls p et ¢ tels que v/5 = %, et, choissons un
tel couple avec p le plus petit possible. Remarquons que si p = 5n+r avecn € Net r € {1,2,3,4}
alors p? = 25m2 + 10nr +r2 = 5n’ + 1" avecn’ € Net r’ € {1,4} (car 9 =5+ 4 et 16 = 15+ 1).
Ainsi p? n’est divisible par 5 que si p l'est aussi. On a p? = 5¢? implique que p = 5n. D’oil
q® = 25n2/5 = 5n?. Mais alors ¢ est aussi divisible par 5 ce qui contredit la minimalité de p. Une
maniére de se débarasser du probléme de ’approximation sera de calculer ¢" = 1/2™(1 ++/5)" via
la formule du binéme de Newton :

i=n
n __ n 1pn—1
(a+0b) —Z (i)ab ,
=0
mais on retomberait sur du linéaire. Par induction :
b n+1 _ b N n ibn—i
(a+b) (a+ )Zz;; (Z a

3

_ S i+1pn—i - (" ipn—i+l
‘ Z,)a + ; (i>a
n . . i=n n ) )
_ zbn—z-‘rl zbn—z-i-l
N O

=1

_ _0pn+1 — n n ipn—itl n+170
= a% +Zo<(%—1>+<l>> b +a" b

1=n—+1
- ¥ (n + 1) aipn i
1

=0

2. Au niveau machine 7 sera en fait incrémenté une fois de plus.
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Soient Aj(n) et As(n) les nombres d’additions effectuées par Algorithm 3 et Algorithm 4
respectivement.

nlo[1]2]|3][4]|5]6
F,llol1l1]2]3|5] 8
Ain) oo |1]2]4]|7]12
As(n) OO0 |1|2]3|4] 5

Clairement, A;(n) = A1(n—1)4+ A1(n—2)+1 et As(n) = n— 1, pour n > 2. Ainsi, d’une part,
Ai(n) = F,411 — 1 pour n = 0,1, et d’autre part, par induction, cette égalité reste vraie pour tout
n > 2, car alors Ai(in+1) = (Fpp1 — 1)+ (F, — 1) + 1 = F,42 — 1. Donc Ai(n) > F, + 1 pour

n > 4. Puisque 1 < v/5 < 3, on a |¢| < 1 et donc F,, > ((b”—l) donc de plus on a F), +1>§

La fonction A;(n) appartient a I’ensemble des fonctlons f (n) suivant :
Q™) ={f(n): 0< g™ < f(n), e >0, Ing € N, Vn > np}.

En effet, il suffit de prendre ¢ = % et ng = 4. En notation asymptotique, on écrit A;(n) = Q(¢").

Puisque ¢ > 1.618033, on a aussi numériquement A;(n) = (1.6™). Notez qu’il est possible d’avoir
[ #get Q(f) =Q(g).

Par-ailleurs, il est clair que As(n) appartient & l’ensemble des fonctions f(n) suivant :
O(n) ={f(n): 0< f(n) <cn,3e>0,3Ing €N, Vn > np}.
En effet, il suffit de prendre ¢ =1 et ng = 0 (car A2(0) = A3(1) = 0). En notation asymptotique,
on écrit Ay(n) = O(n). Avec ¢ = 1/2 et ng = 2 il apparait que 'on a aussi Ay(n) = Q(n), et donc
As(n) appartient a I’ensemble des fonctions f(n) suivant :

On)={f(n): 0<ecin < f(n) <econ, Jeg,ca >0, Ing €N, Vn > np}.

En notation asymptotique, on écrit Az(n) = O(n).

For n=30 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 31ims
For n=31 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 16ms
For n=32 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 4Tms
For n=33 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 78ms
For n=34 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 109ms
For n=35 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 188ms
For n=36 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 297ms
For n=37 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 484ms
For n=38 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 766ms
For n=39 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 1249ms

For n=40 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 2016ms
For n=41 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 3266ms
For n=42 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 5296ms
For n=43 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 8563ms
For n=44 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 13827ms
For n=45 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 22453ms
For n=46 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 36280ms
For n=47 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 58670ms
For n=48 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 94762ms
For n=49 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 153620ms
For n=50 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 250024ms
For n=51 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 404737ms
For n=52 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 653968ms
For n=53 Fibonacci Dir. It. Rec. took Oms Oms 1056680ms
Error = 7
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Fibonacci 1470 Dir. 7.28360130920199E306 It. 7.283601309201629E306

Fibonacci 1471 Dir. 1.1785114478792054E307 It. 1.1785114478791467E307
Fibonacci 1472 Dir. 1.9068715787994046E307 It. 1.9068715787993096E307
Fibonacci 1473 Dir. 3.08538302667861E307 It. 3.085383026678456E307

Fibonacci 1474 Dir. 4.992254605478015E307 It. 4.992254605477766E307

Fibonacci 1475 Dir. Infinity It. 8.077637632156222E307

Fibonacci 1476 Dir. Infinity It. 1.3069892237633987E308
Fibonacci 1477 Dir. Infinity It. Infinity

Total took Oms

La progression du temps de calcul de I'implémentation Java FiboRec est bien du type ©(¢").
Les temps de calculs par exemple pour n = 46 et 47 sont 58670 = 36280¢ avec |¢ — ¢| < 0.01. Les
temps théoriques supportent la comparaison avec les temps expérimentaux :

Theoretical time for n=46 36280ms
Theoretical time for n=47 58702ms
Theoretical time for n=48 94982ms
Theoretical time for n=49 153684ms
Theoretical time for n=50 248666ms
Theoretical time for n=51 402351ms
Theoretical time for n=52 651018ms
Theoretical time for n=53 1053369ms

On peut se demander quand faudrait-il avoir commencé le calcul récursif de F,, pour en venir a
bout? Pour n = 75 : ’année derniére. Pour n = 80 : il y a dix ans. Pour n = 85 : il y a cent
ans. Pour n = 90 : il y a mille ans. En fait pour n = 123 le temps théorique est supérieur & 13,7
milliards d’années, 'estimation de I’age de I'univers. Avec la méthode linéaire on a calculé en Oms
pour n = 1474 :

Theoretical time for n=1474 9.863193545216687E302ms

N : 10800 _ 292 ;
A peu prés 1 secondes, soit "5 —re = 5.10°7% années.

Le calcul par la méthode linéaire est limité, non par le temps, mais par le type double puisque
sa taille maximum est de 'ordre de 1.8 - 103%8 (précisément (2 — 2752) . 21923 notez qu’a cet ordre
de grandeur on atteint les limites de I’approximation 23 ~ 10* basée sur log?2 ~ 3.010 puisque
101023/3 = 10341, C’est aussi ce qui explique la différence des valeurs & partir d’une certaine taille
de n (les 7 erreurs constatées sont pour n > 46).

En régle général, pour une implémentation raisonnable permettant d’utiliser de grands para-
métres la théorie reflete la réalité. Nous comparerons les temps théoriques et pratiques d’autres
algorithmes, en particulier nous verrons le role de I'implémentation (avec I’algorithme de Strassen).

0300
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Chapitre 2

Outils d’analyse algorithmique

L’analyse d’un algorithme consiste en deux points : aprés la preuve de sa validité, I’évaluation de
sa complexité. Voici des outils sous forme de résultats fondamentaux pour le calcul de complexité
et de concepts théoriques puissants pour les preuves de validité.

2.1 Puissance et logarithme

Une fonction f(x) est une fonction puissance si il existe une constante b telle que f(z) = b*. On
note x= 9 = ﬁ et /9 := y tel que y? = x pour tout entier ¢ ; ce qui permet de définir z¥ pour tout
réel y (car Q est dense dans R, cf cours d’analyse). Une fonction f(x) est puissance si elle vérifie :

flx+y) = f(x)f(y)

ce qui implique :

(1) £(0) =1;

(2) flo+1) = F@) @)

®) 1o~ )= 162/ 1)
En effet, f(z) = f(z +0) =

f(—z )—1/f( ) diou (3).

Par (1) et (3) on a que f(z) est injective, car si f(x) = f(y), alors 1 = f(x)/f(y) = f(z — y)
donc x —y = 0. Soit b := f(1). (2) implique f(qz) = f(z)? pour tout entier ¢. D’ou (avec z = 1),
f(g) = b? pour tout entier ¢q. Si = 1/q pour ¢ entier, alors f(qz) = f(1) = b = f(z)? donc
f(z) := y tel que y? = b, en d’autres termes f(x) = b'/9 = b®. Donc f(x) = b* pour tout
rationnel x, que 'on peut étendre & tout réel z.

Une fonction f(x) est une fonction logarithme si il existe une constante b telle que f(x) =y
tel que bY = x; la fonction f(z) est alors notée log,(x). Une fonction f(z) est logarithme si elle
vérifie :

f(z)f(0) donc (1). (2) trivial. 1 = f(x — z) = f(z)f(—=z) donc

flzy) = f(z) + f(y)

ce qui implique :

(i) f(1)=0;
(i) flzy) = fz)+ f(y);
(iii) f(z/y) = f(z) - f(y)
En effet, f( f(l.x) = f(1) 4+ f(x) donc (i). (ii) trivial. 0 = f(x.(1/2)) = f(z) + f(1/z) donc

) =

) =
f(1/z) = —f(x) don (iii).
Par (i) et (4i7) on a que f(x) est injective, car si f(z) = f(y), alors 0 = f(x) — f(y) = f(z/y)
d’ott #/y = 1. Donc I'inverse b := f~1(1) est bien défini. (ii) implique que f(z?) = pf(x) pour tout
entier p. On a qf(z*/?) = f(z) donc f(z'/9) = %f(ac). D’ou f(x7) = qf(z) pour tout rationnel g,
que ’on peut étendre & tout réel. Soit un réel z, puisqu’une fonction puissance est injective, y tel
que bY = z est bien défini de maniére unique. On a alors f(z) = f(bY) = yf(b) =y, d’ou f(x) est
la fonction logarithme log,(x).
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Rappel :
log, = log; a x log,

2.2 Complexité des algorithmes récursifs

2.2.1 Analyse récursive
Fibonacci et coefficient binoémial

Le paradigme "diviser pour régner" ne recouvre pas tous les algorithmes récursifs. Analysons
une troisiéme méthode, récursive, pour le calcul de (2) :

public static double binomialRec(int n, int p){
if(p==n || p==0)
return 1.0;
else
return binomialRec(n-1,p-1)+binomialRec(n-1,p);

Le temps d’exécution vérifie T'(n,p) = T(n — 1,p — 1) + T'(n — 1,p) + 1. Le théoréme ne peut
étre appliqué, mais on remarque que I'arrét d’un appel récursif se solde par un retour de la valeur
1. Ainsi (’;) a été décomposé en (Z) =1+14...+1, et donc Ialgoritme effectue (;‘) — 1 additions
en tout. Son temps d’exécution est donc exponentiel en p, car :

(n)_nn—l n—p+1>(n)P
p) pp-1"" 1 ~\p

Soit, pour p = n/2, une complexité (1.41™). On constate I’explosion combinatoire en pratique :

For n= 25 Binomial Rec. took 31ims
For n= 26 Binomial Rec. took 47ms
For n= 27 Binomial Rec. took 140ms
For n= 28 Binomial Rec. took 203ms
For n= 29 Binomial Rec. took 500ms
For n= 30 Binomial Rec. took 782ms
For n= 31 Binomial Rec. took 1937ms
For n= 32 Binomial Rec. took 3078ms
For n= 33 Binomial Rec. took 7485ms

For n= 34 Binomial Rec. took 11906ms
For n= 35 Binomial Rec. took 29094ms
For n= 36 Binomial Rec. took 46562ms
For n= 37 Binomial Rec. took 113344ms
For n= 38 Binomial Rec. took 180562ms
For n= 39 Binomial Rec. took 441797ms
For n= 40 Binomial Rec. took 707563ms
For n= 41 Binomial Rec. took 1727937ms

Cette argumentation est générale. Analysons de cette maniére une version légérement modifiée de
I’algorithme récursif pour Fibonacci. Au lieu de calculer Fy récursivement on retourne maintenant
la valeur 1 pour Fj et Fy. Ainsi, l’algorithme décompose F,, en F,, =141+ ...+ 1 en effectuant
un total de F,, — 1 additions. La complexité est donc toujours O(¢™) mais en pratique I’exécution
est plus rapide :

For n=46 Fibonacci Rec. modified took 10813ms
For n=47 Fibonacci Rec. modified took 17484ms
For n=48 Fibonacci Rec. modified took 28360ms
For n=49 Fibonacci Rec. modified took 45797ms

17



Une maniére rapide de voir que F;, est exponentielle consiste & remarquer que

F, > 2F,_ 5 > 2"F,_ o, > 2"7 = Q(1.417)

Origine historique : PGCD

public class pgecd {
static double PcgdRec (double a, double b){
if (b == 0)
return a;
else
return PcgdRec(b, a % b);
}
static double PcgdIt (double a, double b){
double r;
while ((r = a % b) !'= 0){
a = b;
b =r;
}
return b;
}
public static void main(String[] args){
long start;
final double BIG=1.0E9;
int times= (int) BIG;
double a,b;
Random generator = new Random(485741301);
start = System.currentTimeMillis();
while(times>=0){
a = generator.nextDouble()*1.7976931348623157E308d;
b = generator.nextDouble()*1.7976931348623157E308d;
if (a>b) PcgdRec(a,b);
else PcgdRec(b,a);
times=times-1;
}
System.out.println(" PGCD" + " by rec. \t \t took "
+ (System.currentTimeMillis() - start) + "ms");
start = System.currentTimeMillis();
times= (int) BIG;
while(times>=0){
a = generator.nextDouble()*1.7976931348623157E308d;
b = generator.nextDouble()*1.7976931348623157E308d;
if (a>b) PcgdIt(a,b);
else PcgdIt(b,a);
times=times-1;
}
System.out.println(" PGCD" + " by it. \t \t took "
+ (System.currentTimeMillis() - start) + "ms");
}
}

11 faut un peu plus de 5 minutes pour 10° calculs aléatoires de PGCD de la taille maximum d’un
double on a :

PGCD by rec. took 468734ms
PGCD by it. took 449579ms
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Par induction sur «, la validité de lalgorithme découle du fait que pged(a,b) = pged(b,r) si r
est le reste de la division entiére de a par b (avec la convention pgced(b,0) = b), puisque a = gb + r
avec r < b implique que d est un diviseur de b et r si et seulement si d est un diviseur de a et b.

En 1844, Lamé a montré que l’algorithme d’Euclide pour le calcul de pged(a, b) avec a > b est en
O(lgb). On peut supposer que pged(a,b) = 1 car le nombre de divisions a effectuer est le méme dans
les calculs de pged(a,b) et de pged(a/d,b/d) avec d = pged(a, b). Ainsi soient b, ..., ds,dy,ds, ds, 1
les diviseurs successifs, c’est-a-dire les valeurs de b, dans le déroulement de ’algorithme d’Euclide.
Onady > 2et diys > dir1 +d;. Donc b = d,, avec d,, > F,, = Q(¢") (ou F, est le niéme terme de
la suite de Fibonnacci et ¢ est le nombre d’or). D’ott n = O(lgb).

(La démonstration originale est que d3 > 3, dy > 5, d5 > 8, dg > 13, d7 > 21. Ce qui valide
dsg+1 > 10% et dsg42 > 2.10% pour k = 1. C’est vrai pour tout k par induction, car dsg43 > 3.10’“,
dsjqa > 5.10%, d5(p41) > 8.10% puis ds(pq1)41 > 13.10% > 10**1. Donc, si b = dsp4, C'est-a-dire si
Pon effectue plus de 5k divisions, alors b a au-moins k digits (en base 10). D’ou la complexité en
O(lgb).)

2.2.2 Algorithmes “divide-and-conquer”

D’une maniére générale, un algorithme conc¢u suivant le paradigme diviser pour régner a un
temps d’éxécution T'(n) satisfaisant 1’équation de récurrence

T(n) = aT(n/b) + f(n)

avec T(1) = O(1) et f(1) =0, et o n est la taille des entrées, a est le nombre de sous-problémes,

n/b est la taille des sous-problémes, et f(n) est le temps requis pour diviser et combiner.
Par-exemple, dans le tri fusion (Algorithm 6), sachant que Fusionner est en O(n), on a

T(n) =2T(n/2) + ©(n) avec T(1) = O(1), dont on verra que la solution est T'(n) = O(nlgn).

Algorithm 6 TRI-FUSION(A, i, k)
if i < k then
je [ 5
TRI-FUSION(A, 1, j)
TRI-FUSION(A, j + 1, k)
FUSIONNER (A, i, j, k)

On peut aussi calculer récursivement le produit C = AB de deux matrices carrées A et B, En
supposant que les matrices A, B sont de taille 2%, on a :

<C11 C12> _ (Au A12) <B11 B12> _ <A11B11 + A19By1 A11Bi2 +A12322>
Co1 Cao Azr Axn) \Ba1  Bao Ao1B11 + AsoBoy A2 Bia + AxaBop

ot X;; (X = A, B,C) est la sous-matrice carrée de X formée des 28! premiéres (resp. derniéres)
lignes si i = 1 (resp. si i = 2) et des 2"~! premiéres (resp. derniéres) colonnes si j = 1 (resp.
si j = 2). Chaque calcul récursif d’un des 8 produits A;; By 4, j,k,! € {1,2} composants C de
matrices carrées n/2 x n/2 prends un temps 7'(n/2) si T'(n) est le temps de multiplication de deux
matrices carrées n x n. Puisque 'addition de deux matrices carrées n x n est ©(n?), alors T(n)
satisfait T'(n) = 8T (n/2) + ©(n?).

Le théoréme suivant permet de calculer la complexité de la plupart des algorithmes récursifs.

Théoréme 1 Soit T(n) = aT'(n/b) + f(n) avec T(1) = O(1) et f(1) =0 et ot a,b, f(n) sont des
entiers et n est une puissance de b, alors :
(1) T(n) = O(n'°2 ) si f(n) = O(n'°& 2=¢) pour une constante € > 0 ;
(2) T(n) = (% “lgn) si f(n) = O(n'o# ) ;
(8) T(n) = O(f(n)) si f(n) = Qn'°8 **<) pour une constante ¢ > 0, et si af(n/b) < cf(n)
pour une constante ¢ < 1 et pour n assez grand.
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Preuve. T(n) = O(n% %) + g(n), avec g(n) = Y170 """ o/ f(n/b7), puisque

T(n) = aT(n/b)+ f(n)=a(aT((n/b)/b) + f(n/b)) + f(n)
= a*T(n/b?) +af(n/b) + f(n)
= a®T(n/b®) + a*f(n/b*) + af(n/b) + f(n)

alogb nT(l) + alogb n—lf(n/alogb n—l) + alogb n—Qf(n/alogb n—2) o+ af(n/b) + f(n)

et
alogb n _ alogb axlog, n _ (aloga n)logb a _ nlogb a

Dans le cas (1), on a

j=log, n—1 . . B
gln) = Z ajO((n/b’) s )
=0
j=log, n—1

O( Z a’ (n/bj)logbafa).

=0

D’ou T'(n) = ©(n'°8 %) car g(n) = O(n'°® %) d’aprés le calcul suivant :

log, n—1 log, n—1

./ m\ log, a—e 1 _ abt \J
> a(5) = a0 Y (oms)
Jj=0 j=0

log, n—1
_ nlogbafa Z (ba)j
§=0
nlogb a_€<bslogbn _ 1)
bs—1
_ nlogba—a(n8_1>
bs—1

_ nlogb a—60<n5)

Dans le cas (2) on a T'(n) = ©(n'°8 2 1gn) car g(n) = O(n'°% *1gn) d’aprés :

log, n—1 log, n—1 .
b s m A logy a X b a j
E a | — = n'o8a E
bi plogy a
Jj=0 Jj=0
log, n—1
— ploga Z 17
=0

= nl®%og, n

Pour le cas (3) il est clair que g(n) = Q(f(n)), par ailleurs, si af(n/b) < c¢f(n) pour ¢ < 1, on a
g(n) = O(f(n)) d’apres :

log, n—1
gin) = > dfn/¥)
=0
logjbnfl
< ) dfn)
j=0
<

fm)y e
j=0
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On 2 T(n) = O(n'%:*) + O/ (n) = O(f(n)) car f(n) = An'*® <), '

Corollaire 1 Le théoréme reste vrai pour tout entier n en supposant seulement que T'(n) est une
fonction croissante et qu’il existe une constante k telle que f(bn) < kf(n) pour n grand.

Preuve. Si ny = b* <n < bFt1 =n, pour un k € N, alors ny > n/b et ny < nb.
D’ou, dans le cas (1)

Qn'°8r %) < O(n® ") = T(ny) < T(n) < T(ny) = O(ng® ) < O(n'°% %),
dans le cas (2)
Q(n'% *1gn) < Oy “lgny) = T(n1) < T(n) < T(nz) = O(ny™ “Igny) < O(n'%“Ign),

et dans le cas (3)

2.2.3 Multiplication rapide
Entiers

Clairement, ’addition et la soustraction de deux nombres de n-digits sont en (n), et on a
O(n) par les algorithmes élémentaires, donc en ©(n). En 1952, Kolmogorov avait conjecturé que
'algorithme classique de multiplication en O(n?) était optimal (qu'on ne pouvait multiplier en
moins de Q(n?)). En fait, en 1960, Karatsuba a donné un algorithme en O(n'23) soit O(n'->®). Son
fonctionnement est le suivant : Soient IV et M deux entiers n-digits & multiplier. Si n est pair, on
aN=ax10"2+bet M =cx10"? +d avec a,b,c,d des nombres Z-digits. Si I'on connaissait
les trois produits ac, bd et (a + b)(c + d) on pourrait alors obtenir le résultat NM en O(n) car :

NM = (ax10™2+b)(cx 102 +d)
= acx 10" + (ad + be) x 10?4+ bd
= acx 10"+ ((a+b)(c+ d) — ac — bd) x 10™/? + bd.

Si on suppose que n est une puissance de 2, il suffit alors de calculer récursivement les trois produits.

Exemple 1 Multiplions 1562 et 8943. On a 1562 = 15 x 102462 et 8943 = 89 x 102+43. En O(n)
on calcul 15+ 62 = 77 et 89+ 43 = 132. Puis avec trois appels récursifs on obtient 15 x 89 = 1335,
62 x 43 = 2666, et 77 x 132 = 10164. On combine les trois produits pour obtenir le résultat final
1562 x 8943 = 1335 x 10% + (10164 — 1335 — 2666) x 10? + 2666 = 13968966

Toutefois dans 'exemple suivant 132 a plus de 2 digits et ainsi le temps d’exécution ne satisfait
pas T(n) = 3T(n/2) + O(n), qui prouverait la complexité annoncée. La décomposition suivante
satisfait bien ’équation de récurrence :

= acX — ((a — c— —ac — X -+ bd.
NM 10" — ((a — b)(c — d) bd) x 10" + bd

Notons que ’algorithme peut étre appliqué a la multiplication des polynomes.
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Matrices

Le calcul classique de deux matrices A € R"*? et B € RPX™ g'effectue en O(nmp) soit en O(n?)
pour des matrices carrées. Comparons les temps de calcul de I’algorithme O(n?) avec deux implé-
mentations de l’algorithme de Strassen (uniquement pour la multiplication des matrices carrées) :

n = 300
classic took 140ms
Strassen(dynamic) took 5360ms
Strassen(cached) took 359ms
n = 500
classic took 672ms

Strassen(dynamic) took  36875ms

Strassen(cached) took 2219ms

n = 1000

classic took 6735ms

Strassen(dynamic) took 256093ms

Strassen(cached) took  15453ms

n = 1300

classic took 19609ms

Strassen(dynamic) took 262500ms

Strassen(cached) took  17172ms

Le cas (1) du théoréme permet d’établir que I’algorithme de Strassen calcul en O(n?-®!) le produit
C = AB de deux matrices carrées A et B, en pratique, ce n’est qu’a partir de grandes tailles
qu’il prend son comportement asymptotique. Expliquons son fonctionnement en supposant que les
matrices sont de taille 2%, on a ainsi :

En calculant récursivement les 7 produits suivants de matrices carrées n/2 x n/2

Py = (A1 + Ag2)(Bi1 + Ba2)
Py = (Ag1 + Ag)(B11

Py = (

Py = (A22)(Ba1 — Bn1
P =(

Ps = (A1 — A11)(B11 + Bi2)
Pr=(

on obtient le produit initial de matrices carrées n x n avec les 8 additions/soustractions suivantes :

Cio=Ps + P3
Cor=P+ Py
Cu=P +P,— P+ P;
Coo =Py +P3— P+ P
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La validité découle de la justesse des ces quatre égalités que ’on pourra vérifier avec la représen-
tation suivante :

+ + o+ -
+ + o+ -
+ - . -
+ + + -
- - * + |- L
- - : + o+ + -
SN I IO ) A ) DA o

D’ou T'(n) = TT(n/2) + O(n?), et la complexité est O(n'27). La mauvaise implémentation crée
récursivement les sous-matrices nécessaires tandis que la bonne ne crée qu'une matrice C.

2.3 Arbres

2.3.1 Définition et propriétés

Le concept d’arbre est fondamental pour I’analyse, et en fait aussi et peut-étre surtout pour la
conception, aussi nous en donnons une définition formelle (d’autres définitions équivalentes seront
vues en exercice). Pour cela, nous notons fO(z) = x puis f*(z) = f(f*'(x)) pour tout entier
k > 1 et toute fonction f : E — F; remarquons que f*(z) n’est défini que si f*~!(z) € E.

Définition 3 L’ensemble vide () est un arbre, appelé Uarbre vide. Soient un ensemble fini T non
vide, un élément r € T et une fonctionp: T\ {r} = T.

Si pour tout x € T\ {r}, il existe un entier k > 1 tel que p*(x) = r, alors T (muni de la fonction
p) est un arbre.

On dit alors que 7 est la racine de T, que p(x) est le pére de x, et que = est un fils de p(x).
Plus généralement pour k > 1, p*(z) est un ancétre de x, et x est un descendant de p*(z). Un
élément sans descendant est une feuille de arbre, sinon c’est un sommet interne. (On appelle tous
les éléments des sommets.)

Exemple 2 Un ezemple d’arbre est le tas H, a n sommets défini comme [’ensemble H, =
{1,2,...,n} de racine r = 1 muni de la fonction pére p(i) = | 5] pour tout i =2,...,n.

Soit z € T, lentier k tel que p*(x) = 7 est appelé la profondeur du sommet x € T'; le chemin
de = vers la racine est alors la suite x,p(x),p?(z),...,p"(z). La racine r est le seul sommet de
profondeur nulle. La hauteur h(x) de z € T est 0 si = est une feuille, sinon c’est la valeur maximum
de k tel que z = p*(y) pour un descendant (feuille) y de x. La hauteur h(T) (ou juste h) de T est
—1si T = 0, sinon c’est la hauteur de sa racine 7.

Un chemin de x vers une feuille est une suite x = vy, v1,v2,...,v = y de sommets de T telle
que y est une feuille et v;—; = p(v;). La longueur d’un chemin est [, ainsi la profondeur de x est
la longueur de 'unique chemin de x vers la racine, et la hauteur de x est la longueur maximum
d’un chemin de z vers une feuille. Il est alors clair que ni la profondeur ni la hauteur d’un sommet
r € T ne peuvent dépasser la hauteur A de T'.
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L’ensemble des ancétres de x € T est I’ensembles des sommets de T\ {z} étant sur I'unique
chemin de x vers la racine. L’ensemble des descendants de z € T est ’ensembles des sommets de
T\ {z} étant sur un chemin de = vers une feuille.

Trivialement, T muni de p : T'\ {r} — T est un arbre si et seulement si il existe un chemin de x
vers la racine, pour tout x € T\ {r}.

Définition 4 Deuz arbres (T, p1) et (T, p2) sont isomorphes s’il existe une bijection ¢ : Ty <> Ty
telle que p1(y) = = si et seulement si p2(d(y)) = ¢(x) pour tout x,y € Ty.

Définition 5 Soit T' un arbre et x € T. Le sous-arbre de T enraciné en x est l’arbre de racine x
sur l’ensemble T,, des descendants de x incluant x lui-méme (muni de la restriction de la fonction

p: T, \{z} = T,).
On a les définitions équivalentes suivantes d’un arbre.

Proposition 1 Soit T un ensemble (fini) et une fonction p : T \ {r} — T. Alors (T,p) est un
arbre si et seulement si, pour tout x € T, p*(z) = = implique k = 0.

Preuve. =: Montrons qu’il est contradictoire que 7" soit un arbre et qu’il existe un entier k£ > 0
tel que p*(x) = x pour un z € T. On a z,p(x),p*(z),...,p* 1 (x) € T\ {r}. Puisque p*(z) = =,
alors p'(x) # r pour tout entier 4. Donc (T, p) n’est pas un arbre.

<=: Montrons que si T n’est pas un arbre, alors il existe un entier ¥ > 0 tel que p*(y) = y pour un
y € T. Nl existe un = € T\ {r} tel que p*(z) € T\ {r} pour tout k € I = {0,1,...,|T|—1}. Puisque
|I| > |T \ {r}|, par le principe du pigeonhole, il existe i,j € I, i < j, tels que p’(x) = p’(x). Donc
pk(y) =y avec y = p'(z) et k = j — i. 0

Proposition 2 (Définition récursive d’un arbre)
Soit un ensemble fini T. Si |T| < 1, alors T est un arbre. Un arbre sur un ensemble T de cardinalité
> 2 est un un couple (r,P(r)) o P(r) est une partition en arbres non-vide de T \ {r}.

Preuve. =: Si (T, p) est un arbre ayant au-moins deux sommets, alors P(r) := {Ty,,..., Ty, } est
une partition en arbres non-vides de T\ {r}, ou r est la racine de T et 1, ...,z ses fils.
«: Il suffit de montrer que la procédure récursive suivante construit un arbre (7', p) :

Algorithm 7 CONSTRUCTION-ARBRE((r, P(r)))
if |T| > 2 then
Soient r € T et P(r) = {Ty,, ..., Ty, } la partition de T'\ {r} telle que T}, contient x; € T
fori+1akdo
px;) =7
CONSTRUCTION-ARBRE(z;, P(x;))

Montrons par induction sur |T'| que la fonction p définie par CONSTRUCTION-ARBRE(r, P(r))
est telle que (7', p) est un arbre de racine r. C’est trivialement vrai si |T'] < 1 car l’ensemble de
départ de p est vide. Pour |T| > 2, par induction la fonction p définie par CONSTRUCTION-
ARBRE(z;, P(x;)) est telle que (T'\ {r}, p) est un arbre de racine z;, donc la fonction p définit un
chemin de z vers x; pour tout « € T,, \ {z;}, pour ¢ = 1,..., k. Donc aprés l'instruction p(z;) :=r,
ce chemin va vers la racine 7 et (T, p) est un arbre.

Proposition 3 Soient n entiers dy,da,...,dy,. Il existe un arbre T = {v1,...,v,} tel que v; a d;
fils si et seulement si Y. d; =n—1.
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Preuve. =: Par induction sur n. Pour n = 1, r = vy n’a pas de fils, donc 2?21 di=d; =0=n-1.
Pour n > 2, on peut supposer que v,, est une feuille de pére vy. Soit 7" I’arbre obtenu & partir de T'

en supprimant vy, ot v; a d; fils dans 7" pour ¢ = 1,...,n—1. Alors, par induction, Z?:_ll d; =n—2.
Dans T, vy ady =dy + 11ils, v; ad; =dj} fils pour i = 2,...,n— 1, et v, a d, =0 fils. On a bien
Z;L:l dl =n—1.

<: Par induction sur n. Pour n = 1, d; = 0 est bien le nombre de fils de ’arbre T' composé de
Punique sommet v;. Pour n > 2, on peut supposer que dy > 1 et d, = 0. Soit dj = dy — 1 et

d; = d; pour i = 1,...,n — 1. Alors, Z;:ll d; = n — 2, et donc par induction, il existe un arbre
T ={v1,...,vn_1} tel que v; a d; fils. En ajoutant le sommet v,, de pére v; & T’ on obtient 'arbre
T recherché. a

Définition 6 Soit T un arbre. Si tout élément x € T a au-plus deuz fils, un fils gauche g(z) et un
fils droit d(x), alors T est un arbre binaire (on note g(z) ou d(x) = NIL si le fils gauche ou droit
n’existe pas, respectivement).

Un arbre T' dont les éléments on au-plus d fils est appelé arbre d-aire. Par récurrence sur k il est
facile de voir qu’un arbre d-aire a au-plus d* sommets de profondeur k. Donc,

1

e
IT| < Z dk = —g 1 Pour tout arbre d-aire T de hauteur h,
k=0

-1
Remarquons que I'on a I'égalité si il y a exactement d* sommets de profondeur &, un tel arbre d-

aire est un tas complet. Si H,, est un tas complet de hauteur A, alors n = 2"** —1 d’ou ’observation
suivante fondamentale en algorithmique :

h=|lgn]| pour tout tas H, de hauteur h.

(On note [z] Ventier supérieur le plus proche de x si x n’est pas entier, sinon [z] vaut z; et en
fait on utilisera les deux notations : [z] = min{n € N: z <n} et |2] = max{n € N:n < z}.)

Elle permet tout a la fois de concevoir des algorithmes récursifs performants et des structures de
données performantes, du point de vue de la complexité. Plus généralement, les structures d’arbres
binaires telles que la hauteur h de T satisfait

h<clg|T|+ce=0(gn), pour deux constantes c; et ca,

permettent d’élaborer des algorithmes performants.

2.3.2 Tris comparatifs

Algorithm 2 est un algorithme de tri qui n’effectue aucune comparaison entre les éléments
d’entrée. Ceux dont, au contraire, le tri repose sur des comparaisons successives de deux éléments
de A sont des algorithmes de tris comparatifs. On peut montrer que tous ces algorithmes ont une
complexité d’au-moins Q(nlgn). Pour cela représentons un tri comparatif par un arbre de décision
(cf. définition 6).

L’arbre de décision d’un tri comparatif sur un tableau A = A[l],..., A[n] est arbre dont les
sommets correspondent & tous les états possibles de 'algorithme, chaque état étant défini par
I’ensemble des comparaisons déja effectuées et par la comparaison que l'algorithme effectue alors
dans ce cas. La racine correspond & ’état initial. Le fils gauche (resp. droit) d’un sommet correspond
a Pétat découlant du résultat < (resp. >) de la derniére comparaison. Les feuilles sont les états
finaux, correspondant & 1’état ou 'on connait le tableau A trié, c’est-a-dire ou 'on connait une
bijection 7 : A < {1,...,n} telle que 7(a) < 7(b) si et seulement si a < b. Il y autant de telles
bijections que de permutations de {1,...,n}. Il existe donc toujours un tableau A tel que le tri
comparatif de A effectuera autant de comparaisons que la hauteur h de son arbre de décision.
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Puisqu’il y a n! permutations et qu’un arbre binaire de hauteur h a au-plus 2" feuilles, on a
n! < 2" et le résultat découle du fait que

h >lg(n!) = O(nlgn).

Clairement lg(n!) < lg(n™) = O(nlgn), la difficultée est de montrer lg(n!) = Q(nlgn). On pourrait
le faire avec une approche de l’analyse classique ! mais I’approche suivante fonctionne aussi :

(2k)! = 2kx...x2k—i+1x...xk+1xkx...xix...x1
= (2kx1)...(2k—i+1)xd)...(E+1) xk)
>k

En effet (2k —i+ 1) xi = ki + (ki —4*)4+i > k pour i = 1,...,k. Dot n! > (%)% donc
lg(n!) > S(lgn —1g2) = Q(nlgn).

1. Pour cela on prouve I'inégalité préliminaire

nz ()

en utilisant le théoréme fondamental de I’analyse (cf cours d’analyse) qui permet le calcul intégral. On définit le
logarithme naturel ou de Neper comme
1
In(z) := / —dt
1t

Ainsi In(z) vérifie les propriétés des fonctions logarithmes : In(z) = 0 implique « = 1 donc la propriété (i) des
logarithmes est vérifiée. La propriété (i7) est aussi vérifiée car : (on suppose z,y > 1)

1 " ld ’ d " 1d
= —dt = —dt —dt
ntey) = 74 | [
1 v 1
/ 7dt+/ —axdv
1 t 1 vx
T v 1
/ —dt -I—/ —dv =: In(z) + In(y)
1t 1 v

(Avec v :=t/x on a dt/dv = x). La propriété (ii7) se montre de maniére similaire :

»/y 1 ® 1 1
In(z/y) := —dt —dt — —dt
t t
1 1 w/y t
1 v o1
/ 7dt—/ z/ydu
1t 1 uz/y

z1 Y1
= / —dt — / —du =: In(z) — In(y)
1t 10U

(Avec u := ty/z on a dt/du = x/y). Donc il existe une constante, notée e:= In~1(1) (constante de Neper), telle que
In(z) =y tel que e¥ = x. On a ensuite

Tr=n
Inn! = Z Inz
=2

n
> /lnxdz
1
[xlnz — 2|7
= nlnn—-n+1
nl > enlnn7n+l
2 o
= <(3)"
e
et donc
h > lg(n!)
n\n
> lg(*)
e
nlgn —nlge
Q(nlgn).
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2.4 Algorithmique théorique

2.4.1 Probléme de ’arrét

Version algorithmique de ’argument diagonal du théoréme de Cantor. Autre argument : Si il
existe une bijection ¢ : N +» P(N) alors on a une contradiction avec “a € X ?” pour X = {n € N :
n¢ ¢(n)} et a= ¢ 1(X). Notez aussi que f(x,y) = 2Y(2x + 1) — 1 est une bijection N x N <+ N.

Montrons qu’il ne peut pas exister un algorithme certifiant que l’exécution d’un programme
donné avec une entrée donnée s’arréte ou non.

Un programme P et une entrée I pour ce programme peuvent étre codés par un méme type,
disons code. Suposons qu’il existe une procédure HALT (code P, code I) qui prenne en entrée un
programme P et une entrée I et qui retourne true si le programme P s’arréte avec l'entrée I, et
faux sinon. Alors on peut construire la procédure suivante :

int TROUBLE(code d) {
if (HALT(d,d))
return 1;
else
while(true);

}

Soit code t le code de TROUBLE (code d), on obtient une contradiction & 1’exécution de TROUBLE (t).
En effet, si ’exécution s’arréte le test if est faux et I'exécution ne s’arréte pas. Cette exécution ne
peut donc pas s’arréter mais alors le test if est vrai et elle s’arréte.

2.4.2 Combinatoire

Combinatoire et géométrie

(0) Soient cing points dans un triangle équilatéral de coté 1. Montrer qu’il en existe deux a
distance < 1/2.

(1) Soient un ensemble X de n points rouges et un ensemble Y de n points verts dans le plan
tels que les 2n points soient distincts. Existe-t-il une bijection ¢ : X <> Y entre les points rouges et
les verts telle qu’aucune paire de segments ne se croisent parmis les n segments [,y = ¢(x)]zex ¢

(2) Soit E un ensemble fini de points du plan euclidien contenant au-moins trois points non-
alignés. Peut-on toujours trouver une droite du plan contenant exactement deux points dans E ?

(3) Soient trois ensembles disjoints Ay, As, Az de méme cardinalité n et une relation symé-
trique n + 1-réguliére, c’est-a-dire qui relie chaque élément de A; a n + 1 éléments de A; pour
j€{1,2,3}\ {i}, et pour i = 1,2,3. Peut-on toujours trouver trois éléments z; € A; deuz-a-deux
reliés (pouri=1,2,3) %

1) Oui. La solution a cette question passe par I'introduction de la valeur Ly = > ¢ [|z — ¢(z)||
de la longueur totale des n segments.) Il suffit ensuite de voir que la bijection ¢ telle que L4 est
minimum est une solution, en effet les inégalités triangulaires impliquent que si il y avait deux
segments [x1,y1] et [z2,ys2] se croisant alors la bijection ¢’ telle que ¢'(z1) = y2, ¢'(x2) = y1 et
¢ (x) = ¢(x) pour x € X \ {z1, 22} serait telle que Ly < L.

2) Oui. Soit (d,z) tel que d est une droite contenant au-moins deux points de E et tel que
x € F\ d minimise sa distance & d. Alors d contient exactement deux points de E car si d contenait
(au-moins) trois points de P on aurait une contradiction avec le fait que la distance de x & d est
minimum. En effet si on a r;s,t € ENd avec s €]r,t], alors soit y le point de d le plus proche de
x, on peut supposer sans perte de généralité que s €]r, y[. Mais alors s est plus proche de la droite
(rz) que x n’est proche de d.

3) Oui. Soit z; € A; un élément qui est relié avec le minimum ¢ d’éléments de A; pour 4,5 €
{1,2,3} et i # j. Puisque z; a n+ 1 relations, on a § > 1, et donc z; est relié & un élément z; € A;.
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De plus, z; est relié a n—§+1 éléments de Ay, avec k € {1,2,3}\{7,j}. Mais x; est reli¢ & au-moins
0 éléments de Ay, donc il existe un z € Ay relié a x; et & ;.

Invariant combinatoire

Nous avons vu déja quelques preuves de validité utilisant la notion d’invariant, illustrons la
puissance de cette notion pour appréhender des questions d’ordre algorithmique. Soit la classe
Java suivante :

public class LifeMatrix {
public static void main(String[] args) {

final int n = Integer.parselnt(args[0]);
final int x = Integer.parselnt(args[1]);
final int seed = Integer.parselnt(args[2]);
boolean[] [] mat = new boolean [n][n];
final Random generator = new Random(seed);
for(int 1 = 0 ; i < x ; i++)
mat [generator.nextInt (maxN)] [generator.nextInt (maxN)]=true;
boolean test=true;
while(test){
test=false;
for(int 1 = 0 ; i < n ; i++){
for(int j =0 ; j <n ; j+t){
if (tmat [i1 [31D4
int vois=0;
if(i>0 && mat[i-1]1[j])
voist+;
if (i+1<n && mat[i+1][j1)
voistt;
if(3>0 && mat[i][j-11)
vois++;
if (j+1<n && mat[i] [j+1])
voist+;
if(vois >= 2){
mat[i] [j]=true;
test=true;

Aprés ajout d’une fonction d’affichage de mat[][] avec X pour true et 0 pour false, & chaque
passage dans la boucle while, aprés les commandes

javac LifeMatrix. java
java LifeMatrix 5 9 1276871

on a comme sortie écran :

O O X< O >

000X X000X XXXXX XXXXX
0000 XXXO0X XXXXX XXXXX
XX0X XXXXX XXXXX XXXXX
00XX O0O0XXX O0OXXXX XXXXX
00X0 O0OO0OXXX O0OXXXX XXXXX
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Notons que simat[i] [i]=true pouri = 0,...,n—1 avant la boucle while alors tous les éléments
de mat [] [] sont true au sortir de la boucle. Montrons que si args [1]==args [0]-1, c’est-a-dire si
r =n — 1, alors, a la fin de ’exécution, il existe au-moins un élément false dans mat[] [].

Soit A? la grille de n x n cases carrées X ou 0 affichée aprés le iéme passage dans la boucle while.
On prouve linvariant suivant : soit w(A%) le périmétre de la surface des cases X, alors, a chaque
instant de ’exécution de l’algorithme, on a w(A%) < 7(AY). Lorsqu’une case ij passe de 0 & X c’est
qu’elle a au-moins deux cases voisines X. Donc le périmétre ne peut augmenter : (A1) < 7(AY);
linvariant est vrai. Avec 'instruction d’origine int a = n-1, on a 7(A°) < 4(n — 1) puisque que
le périmétre est inférieur a 4 fois le nombre de cases X. Quand tous les éléments de mat [1[] sont
true, on a un périmétre de 4n, ce qui implique w(A?) = 4n pour un certain i assez grand, or c’est
impossible par I'invariant ; fin de la preuve.
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Chapitre 3

Outils de conception algorithmique

Un algorithme est bien congu si aucun autre algorithme ne peut faire strictement la méme chose
avec une meilleure complexité ou en utilisant moins d’espace mémoire. En particulier, les structures
de données permettent d’effectuer finement des opérations récurrentes telles que la recherche d’un
élément maximum ou minimum.

3.1 Reécursivité

Puissance

static double PowIt (double x, int n){
double res = x;
while(n-- > 1)
res *= X;
return res;

La fonction PowIt calcule en ©(n) la puissance 2™, mais on pourrait aussi procéder récursivement.

static double PowRec (double x, int p){
if (p == 1) return x;
else
return PowRec(x, p/2 ) * PowRec(x, p/2 + (p%2) );
}

Le temps d’exécution T'(p) de PowRec satisfait I’équation de récurrence T'(p) = 2T'(p/2) + O(1).

Le cas (1) du théoréme implique que PowRec a la méme complexité ©(n) que PowerIt. En
pratique la récursivité fait perdre du temps si elle n’améliore pas la complexité, mais avec le calcul
récursif suivant :

static double PowRecRap (double x, int p){

if (p == 1) return x;
else{
if (phk2 == 0)
return PowRecRap(x*x,p/2);
else
return x * PowRecRap(x*x,p/2);
}
}

On a les temps suivants pour le calcul de 2 puissance 2.10° :

30



2.0 power 2000000000 Rec. took 51546ms
2.0 power 2000000000 It. took 6781ms
2.0 power 2000000000 Rec. Rap. took Oms

Le temps T'(p) d’exécution de PowRecRap (double x, int p) satisfait T'(p) = T(p/2) + O(1)
(en supposant la multiplication est constante) ce qui donne une complexité de O(lgp) par le cas
(2) du théoréme. En fait si on inclut le temps de la multiplication avec # un nombre n-digit on
obtient O(n'*-*81gp). Notez que, en calculant les k premiéres puissances on obtient une procédure
vérifiant T'(n) = T'(n/k) + ©(1), ce qui peut étre plus rapide en pratique que PowRecRap (pour
laquelle k£ = 2) mais c’est équivalent au niveau de la complexité. Remarquons aussi que, avec une
approximation pour ¢, on peut calculer Fibonacci F,, en O(logn) avec Algorithm 5. Pour un
résultat précis, on peut utiliser ’égalité suivante :

1 1 Foi1 Fu n
= = >
Avec X ( 10 ) on a ( o F. ) X" vVn>1

Remarquons que ¢ et ¢ sont les valeurs propres de X. Donc si on diagonalise X, le calcul de X"
revient au calcul ¢” et ¢™ qui est compliqué par I'irrationalité de v/5. En adaptant PowRecRap pour
les matrices nous calculons X™ en effectuant lg n multiplications de matrices 2 x 2. On obtient donc
une complexité de ©(lgn) si on considére la multiplication d’entiers comme constante. Toutefois
les composantes de X™ sont grandes puisque F,, = O(¢™) donc F, est O(n)-digits. Si 'on tient
compte du temps de multiplications des entiers on a une complexité de O(n!*®1gn). En fait, a
chaque étape 7 de la récursion on effectue 8 = O(1) produits de g;-digits, donc un calcul plus précis

donne ‘

~ (b8 s LN~ (LY 1.58
(3) ==X (am) =00
1 i=1

7=

3

3.2 Backtracking

Sous ce terme on désigne les méthodes parcourant un arbre d’exploration. Un exemple est la
recherche des placements possibles de 8 reines sur un échiquier sans qu’elles ne se menacent (avec
la régle du jeu d’échec).

public class EightQueens {
static int SIZE; // La taille de 1’échiquier est de SIZE*SIZE cases
int [] solution;
boolean [] ligne, diagl, diag2;

public EightQueens(int S){

SIZE=S;

solution = new int[SIZE]; // La reine en colonne c est sur la ligne solution[c]
ligne = new boolean[SIZE]; // Test si la ligne 1 est libre
diagl = new boolean[2*SIZE-1]; // Test si la diagonale l+c est libre
diag2 = new boolean[2*SIZE-1]; // Test si la diagonale 1-c+SIZE-1 est libre

for (int j=0; j < SIZE; ++j)
ligne[jl=diagi[jl=diag2[j]l=true;
for (int j=SIZE; j < 2%SIZE-1; ++j)
diagi[jl=diag2[jl=true;
}
void essayer(int c){
for (int 1=0; 1 < SIZE; ++1){ //Recherche une solution avec la reine (1,c)
if(ligne[1] && diagl[l+c] && diag2[1l-c+SIZE-1]){
solution[c]=1;
ligne[l]l=diagl[l+c]=diag2[1-c+SIZE-1]=false;
if (c!=SIZE-1) essayer(c+1); // Test faux = solution trouvée
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ligne[1]=diagl[1+c]=diag2[1-c+SIZE-1]=true; // Efface la reine (1,c)
}
}
}
public static void main(String[] args){
long start,finish;
final int TRY=15;
for(int i = 8; i < TRY; ++i){
start= System.currentTimeMillis();
EightQueens Q = new EightQueens(i);
Q.essayer(0);
finish= System.currentTimeMillis();
System.out.println("chess board " + i + "*" + i + " took " + (finish - start) + "ms");

}

}
}
Les premiéres solutions trouvées pour les échiquiers de taille 8x8 & 11x11 sont :
04752613
0257138¢64
0257948136
024681013579

La sortie écran de EightQueens donne les temps de calculs de toutes les solutions :

chess board 8%8 took Oms
chess board 9%9 took Oms
chess board 10*10 took 15ms
chess board 11*11 took 31lms
chess board 12*12 took 188ms

chess board 13*13 took 1015ms
chess board 14*14 took 6281ms
chess board 15%15 took 407 16ms
chess board 16*16 took 279507ms
chess board 17*17 took 2034192ms

Théoriquement, la taille de I’arbre d’exploration serait n”*! — 1 s’il était complet, puisque le
premier test est faux avec 1==solution[c-1] on recherche au maximum n! = O(n™) reines (1,c¢),
donc la complexité est au-plus O(n"), I'utilisation est rapidement inutilisable en pratique. En ne
recherchant qu’une solution on "coupe" beaucoup de branches de ’arbre d’énumeération ; on obtient
les temps suivants :

chess board 8%8 took Oms
chess board 9%9 took Oms
chess board 10%10 took Oms
chess board 11*11 took Oms
chess board 12*12 took 16ms
chess board 13*13 took 93ms
chess board 14*14 took 360ms

chess board 15%15 took 3078ms
chess board 16*16 took 19297ms
chess board 17*17 took 100359ms
chess board 18%18 took 976078ms
chess board 19%19 took 5779000ms

On ne peut éviter "I’explosion combinatoire".

Point 3 On se demandera toujours si l’algorithme cong¢u est de complexité exponentielle.
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3.3 Structures de données

3.3.1 Motivation

Soit V un ensemble de sommets et A C V' xV un ensemble d’arcs (i.e. de couples de sommets). Un
chemin dans G est une suite P = (vg, v1,...,Um) OU Vg, ..., Uy € V sont différents et v;_1,v;) € A;
pour deux sommets s,t € V, le chemin P est un s — ¢ chemin si s = vg et t = v,,,. On munit
G d’une fonction de longueur ! : A — Q4. La longueur d’un chemin P = (vg,v1,...,0y) est
I(P):=>"1" l(vi—1,v;). La distance de s a t est la longueur minimum d’un s — ¢ chemin.

Soit s € V, 'algorithme 8 de Dijkstra (1959) donne un plus court s — ¢ chemin pour tout ¢t € V.

Algorithm 8 DIJKSTRA(G, 1, s)
Initialiser U :=V, f(s) :=0 et f(v) := oo pour tout v € V' \ {s}.
while U # () do
Trouver u € U minimisant f(u).
for all a = (u,v) € A tel que f(v) > f(u) +(a) do
Réinitialiser f(v) := f(u) + I(a).
Réinitialiser U := U \ {u}.

Théoréme 2 Apres l’exécution de 'algorithme de Dijkstra, f(t) est la distance de s a t pour tout
teV.

Preuve. Soit d(v) la distance de s & v € V. Clairement, d(v) < f(v) & chaque itération. Il suffit
de montrer que

d(v) = f(v) pour tout v € V' \ U a chaque itération.

C’est vrai au début car U = V. En raisonnant par induction, il suffit ainsi de montrer que d(u) =
f(u) pour le sommet u trouvé en début de boucle while. Supposons par ’absurde que d(u) < f(u).

Soit s = wvg,v1,...,v = u un plus court s — u chemin et soit i le plus petit indice tel que
v; € U. Montrons que alors d(v;) = f(v;). Si ¢ = 0, c’est vrai car v; = s et f(s) = 0. On a donc
1> 0. Alors d(v;) = d(vi—1) + l(vi—1,v;) car v, vy, ...,V est un plus court s — u chemin. Puisque

vi—1 € V \ U, par induction, on a d(v;—1) = f(v;—1). De plus, v;—; a été le sommet u, et donc
f) < f(vi—1) + l(vi—1,v) pour tout v tel que (v;—1,v) € A. D’ou

d(vi) = d(vi—1) + l(vi—1,v5) = f(vim1) + L(vim1,v5) > f(vs)

Mais alors f(u) > d(u) > d(v;) > f(v;), ce qui est impossible d’aprés la régle du choix de w. 1

L’algorithme de Dijkstra est en O(|V|?) puisqu’on passe |V | fois dans la boucle while dans laquelle
la recherche de u est en O(|V]), et le temps total de la mise & jour de f() est O(|A]) = O(|V]?).
Toutefois, supposons que ’on puisse construire en O(|V|1g |V]) une structure de donnée contenant
les valeurs de f() retournant le v minimum en O(1) et supportant la mofication de f(v) en O(lg V),
on obtient alors une implémentation de Dijkstra en O(]A|log|V]). Une telle structure est une file
de priorité.

3.3.2 Tas et file de priorité

Point 4 L’utilisation de structures de données arborescente de hauteur O(lgn) peut faire diminuer
la complexité de ’algorithme.

Un tableau A est une suite finie de n := longueur[A] éléments dont la valeur du iéme élément est
notée A[i]. Tout tableau A induit un arbre binaire T'= {1,...,n} de racine 1 par la fonction pére
p(i) = [i/2] définie pour tout indice ¢ de 2 & n. Si 2¢ < n, I’élément i a un fils gauche g(i) := 24, si
2i+ 1 < mn, alors ¢ a un fils droit d(i) := 2i + 1, et si 2i > n, alors i est une feuille de 7.
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Définition 7 Si A[p(i)] < A[i] pour tout i = 1,...,n, alors A est un tas (ot < est une relation
d’ordre total sur A).

D’aprés Proposition 4 ci-dessous, on peut réordonner tout tableau de fagon a en faire un tas
en appliquant Algorithm 9.

Algorithm 9 CONSTRUIRE-TAS(A)
taille[A] « longueur[A]
for i+ |longueur[A]/2] & (décroitre) 1 do
ENTASSER(A, 4)

Algorithm 10 ENTASSER/(A, )

[+ 21

r2t+1

if 1 <taille[A] et A[l] < A[i] then
man 1

else
min <1

if r < taille[A] et A[r] < Almin] then
min < r

if min # i then
échanger A[i] et A[min]
ENTASSER(A, min)

Propriété 1 Soit T' l’arbre binaire induit par un tableau A et soiti € T. Si Ty et Ty sont des
tas, alors, apres l'exécution de ENTASSER(A,i), T; est un tas.

Preuve. Si A[i] < A[g(i)] et A[i] < A[d(i)], alors T est un tas. Sinon, on peut supposer que
Ali] > Alg(i)] avec Alg(i)] < A[d(i)]. Apres ’échange de A[i] et A[g(4)], T est un tas. O

Proposition 4 Aprés Uexécution de CONSTRUIRE-TAS(A), A est un tas.

Preuve. Il suffit de montrer que, aprés chaque passage dans la boucle for, 7T est un tas pour
j=1,...,n (avec n := longueur[A]). Comme g(j) > n pour j = [n/2|+1,...,n, on a initialement
|T;] = 1 et donc que T} est un tas. Par induction, au iéme passge dans la boucle, T ;) et Ty(;) sont
des tas, et donc le résultat découle de Propriété 1.

Analysons la complexité de ’algorithme de construction d’un tas.

Lemme 1 Soit T (I’arbre d’) un tas de hauteur hp avec ny sommets, et soit ny(h) le nombre de
sommets de T a la hauteur h, alors :

nr(h) < | iy |

Preuve. C’est clairement vrai si np < 1 ou si h = hy, supposons donc le contraire. Soient T}, et
Ty les deux sous-arbres de T enracinés en g(1) = 2 et d(1) = 3 respectivement (1 est la racine de
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T). Si T, est complet on a :

nr(h)

n, (h) +nz,(h)
2hT97h + an(h)

hr. —h nry
< 2™ + [2h+1—‘
= ’VZhTQ—h + nry -‘ — "2th+1 +an-‘
oh+1 oh+1
_ nr, + 1+ nr,1 [ nr
N { 2h+1 W N bmﬂ

Si T, n’est pas complet, c’est que Ty est complet et alors, de la méme maniére, on a le résultat. [

Lemme 2 Pour tout 0 <z <1, onay poka® =z/(1 —z)2.

Preuve. En dérivant Y - 2" = 1/(1 —z) on a Y ;- kz* ! = 1/(1 — 2). D’ou le résultat en
multipliant chaque terme par z. a

Proposition 5 La complexité de CONSTRUIRE-TAS(A) est ©(n).

Preuve. Clairement la complexité est Q(n) de par la boucle for. Il est facile de voir (par induction
sur h) que la complexité de ENTASSER(A, %) est O(h), ot h est la hauteur de 4. Le temps total
pour CONSTRUIRE-TAS(A) est donc (en utilisant les deux lemmes) :

h:hT h:hT

O(1)+ > ne(h)O(h) = O(> hxnr(h)

h=0 h=0

Il IN
2 R
o S
S
£
g =
< =
\_E-

Algorithm 11 EXTRAIRE-MIN-TAS(A)

if taille[A] < 1 then
error : Underflow

min + A[l]

A[1] « Altaille[A]]

taille[A] < taille[A] — 1

ENTASSER(A,1)

return min

3.3.3 Arbre rouge-noir

Définition 8 Un arbre binaire T' est un arbre binaire de recherche si pour tout x € T, y € Ty,
et 2 € Ty, onay <x <z (o < est une relation d’ordre totale sur T).

Définition 9 Soit T un arbre binaire dont chaque élément est rouge ou moir. Si T satisfait les
propriétés suivantes alors ¢’est un arbre rouge-noir :

1) Si x € T est rouge, alors aucun de ses fils n’est rouge ;

2) La définition suivante de la fonction hauteur noire hn(x) sur T est consistante :
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Algorithm 12 MODIFIE-TAS(A, i, key)
if key > A[i] then
Ali] « key
ENTASSER(4, i)
if key < A[i] then
while i > 1 et key < A[p(i)] do
Ali] « Alp(i)]
i + p(i)
Ali] « key

Algorithm 13 INSERTION-TAS(A, key)
taille[A] < taille[A] + 1
Altaille[A]] «+ oo
MODIFIE-TAS(A, taille[A], key)

1 si x n’a pas deuzx fils,
hn(x) =< hn(y) si x a un fils y rouge,
hn(y)+1 six a un filsy noir.

L’intérét des arbres rouge-noir est qu’il existe des algorithmes en O(lgn) permettant d’insérer
ou de supprimer un élément, ainsi que la recherche d’un élément minimum ou maximum.
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