PARTIEL corrigé : Algorithme et Programmation Université Paris-Dauphine MIDO L2

Exercice 1 (2 points) Démontrez que le code suivant de division entiére est valide

def q(a,b):
q=0
while a - g*b >= b:
q=q+1
return q

Correction. Le code est correct si la valeur ¢ renvoyée est I'unique entier tel que a =gb+r, o0 0 <r <b

est un entier.
Si a < b, on ne rentre pas dans la boucle et on retourne ¢ = 0; correct. Si a > b, on sort de la boucle avec

l.a—gb<bet
2.a—(g—1b>b

or (1) implique r = a — ¢b < b, et (2) implique r = a — gb > 0; correct.

Exercice 2 (5 x 0.5 = 2.5 points) Mettez sous la forme O(n® 10gﬁ n) les expressions suivantes

log, n
© log,

9. glogyn

8. 314
4. log(n!)
5y

ot a,b,c > 2 sont des entiers constants.

Correction.
log, n __
Lt — 9(1)

2. @& = O(n'oe )
3. Y21 L = 0(logn)
4. log(n!) = ©(nlogn)
5. 30 i¢=0(nt)

Exercice 3 (2 points) Démontrez en détail votre réponse a la derniére expression de lexercice précédent.

Correction. Soit f(n) =Y. i Déa f(n) <37 n¢=ntt dou f(n) = O(n°t!). De plus,

f(n) > zn: (5) =2 zn: e > 27 2 e

i=2] i=[%]

on a, par exemple pour n > 2, [2] > 2 d’ou f(n) > 27 2nT! = Q(nt).

Exercice 4 (0.5 + 1 4+ 2 = 3.5 points) On considére le code suivant:



A=[0 for i in range(n+1)]
Al1]=1
def ft(i):
global A,n
if i==0 or A[i]>0:
return A[i]

else:
Alil=ft(i-1)+ft(i-2)
return A[i]

1. Quelle est la valeur retournée par l'appel a £t(12) ?
2. Quelle est la complexité de £t (n) ?

3. Démontrer votre réponse au 2.

Correction.
1. 144
2. ©(n)

3. L’appel a £t (n) engendre récursivement les appels a £t (n-1), £t (n-2),..,££(0) donc la complexité de
ft(n) est Q(n). Il ne peut y avoir plus de 2 appels récursifs a £t (i) puisque le premier appel donne
une valeur > 0 a A[i] pour ¢ > 2; donc £t (n) est O(n).

Exercice 5 (141+1 = 3 points) On a effacé des parties du code python suivant:

def fc(n):
if n==0:
return [0,1]
else:
return [v,u+v]
1. Complétez le code de £c(n) pour que la valeur retournée soit %(qﬁ” — "), avec ¢ = 1+2\/5 et ¢ = 1_2\/5.

2. Quelle est la complexité de fc(n) ?

3. Démontrer votre réponse au 2.

Correction.
1. def fc(n):
if n==0:
return [0,1]
else:
[u,v] = fc(n-1)
return [v,u+v]
2. O(n)

3. L’appel a fc(n) engendre récursivement les appels a fc(n-1), fc(n-2),..,£c(0) donc la complexité de
fc(n) est Q(n). Il n’y a qu’un seul appel récursif; donc £fc(n) est O(n).



Exercice 6 (0.5 + 2 = 2.5 points) On considére l’algorithme d’Euclide renvoyant pged(a,b).

def e(a,b):
if axb==0:
return a+b
else:

return e(b,a%b)
1. Quelle est la complexité de e(a,b) ?
2. Démontrez votre réponse en 1.
Correction.
1. La complexité est ©(n) ou n = log(max{a,b}) représente la taille des données
2. La complexité est au minimum de l'ordre de la taille Q(n) des données. Soit

max{a,b} sii=0
T = min{a, b} sii=1
I'unique entier r; tel qu’il existe un entier ¢; tel que r;_o = q;rj_1 +7; sii>2

L’appel initial e(a,b) est équivalent & e(rg,71) si a > b; sinon a = 0.b + a, et le premier appel récursif
est équivalent & e(rp,71). Les appels récursifs suivants sont e(r1,7r32), e(re,r3), ..., (rn,0) avec r;_o =
giti—1+mrioung >1pouri=2,...,n+1 (rp41 = 0). Donc ry est supérieur ou égal au néme terme de
la suite de Fibonacci soit 79 = Q(¢™) avec ¢ > 1. D’ott n = O(log ).

Exercice 7 (14+1+1+4+1 = 4 points) Considérons un algorithme dont la taille des entrées est représentée
par un entier n, et dont le temps d’exécution T (n) satisfait:

- o(1) sin<b
T(n) = { aT(n—0b)+06(n°) sin>b

pour des entiers a,b,c > 1.
1. Démontrez que T'(n) = @(aq + Z;:g at(n— ib)c) ot q est le quotient de la division entiére de n par b.
2. Démontrez que si a > 2, l'algorithme est exponentiel.
3. Démontrez que E?;é (n—ib)e =37, (r+ib)°
4. Démontrez que si a =1, alors T(n) = O(n°T).
Correction.

1. Etant donné un entier n, on note n = gb+r avec ¢,r € N et r < b. Soit f(n) = a9 + Z;}:—g at(n —ib)e.
Soient o', B’ les constantes de la fonction ©(n), et o, 5 les constantes de la fonction ©(1). On définit
a=min{l, o/, ¢} et § =max{1,’,"}, ainsi on a

a< f0b+r)=a"=1<8
d’ou
af(0.b+7) <T(0.b+7r) < BFOb+7T)
Par ailleurs si
af(gb+r) <T(gb+r) < Bflab+r)
alors
af((g+Db+7r) <T((g+1)b+7) < B(f((g+1)b+7)

puisque, avec n = (¢ + 1)b+r, on a:

al(gb+r)+an® < T(n) < aT(gb+r)+ pn
a x a(aq + 3 ai(n—b—ib)) +an® < T(n) < ax B(aq + 3 ai(n—b— ib)c) + Bn¢
a(aq‘H + Zg:_ol att(n—b—1ib)¢) +an® < T(n) < Blat™ + 23;01 att(n —b— ib)c) + Bn¢
a(aq+1 + ai(n—ib)¢) +ant < T(n) < Blat™ + 9 ai(n—ib)°) + Bne
af((a+Db+7) = (0™ + Toaim—it)) < Tn) < B(ar + 5 ailn—it)*) = Bf((g+Db-+7)



2. Puisque b >r =n—bg,onal>2%—qgdoua? >at~! = 1a"? alors T(n) = Q(d") avec d = al/’.
Ainsi, puisque d® = a avec b > 1, si a > 1, alors d > 1 et I’algorithme est exponentiel.

3. Zf;ol(n —ib)e = Y17, (qb +7r —ib)° = Zg;(} (r+ (g —4)b) = > L (r+ ib)° ou la dernitre égalité
provient du fait que {q—O qg—1,...,g—(¢g—1D}={1,2,...,q}.

4. 11 suffit de montrer que Y7, (r + ib)* = O(n°*!) ce qui découle de

bczq:f: (ib)° qu:rJrzb <2 zq: 2bczq:ic
i=1 i=1 i=1

q
i=1 i=

1

Exercice 8 (2 points) Le théoréme de Bachet-Bezout énonce que pour toute paire d’entiers a,b € N, il
existe deux relatifs u,v € Z tels que au + bv = pcgd(a, b).
Utilisez le code suivant pour démontrer qu’il existe une infinité de couples u,v.

def B(a,b):
"""on suppose a>=b"""
if b==0:
return [1,0,a]
else:
[x,y,d]1=B(b,alb)
return [y,x-(a//b)*y,d]

Correction. L’appel a infty(a,b) donne une infinité de couples u, v

n=0

def B(a,b):
global n
if b==0:

return [1,n,a]
else:
[x,y,d]1=B(b,alb)
return [y,x-(a//b)*y,d]
def infty(a,b):
while(True):
B(a,b)
n=n+1



