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(version préliminaire))
Résumé

Le Modé&le d’ Equilibre des Actifs Financiers (MEDAF) constitue un des acquis importants de
la théorie financiére. Son développement origing fait I'hypothése d'investisseurs ayant des
préférences de type “espérance - variance”. Un tel cadre permet de montrer simplement un
“théoreme de séparation” impliquant que tous les investisseurs détiennent, a I’équilibre, le
méme portefeuille d actifs risqués qu’ils combinent dans des proportions variables avec un
actif sansrisgue. Cette “séparation” est ala base des résultats centraux du MEDAF.

Lorsque les investisseurs sont averses au risque et ont des préférences conformes a la théorie
de I’ utilité espérée, on connait les conditions sur le rendement des actifs risqués permettant de
garantir une telle “séparation” et, ainsi, de retrouver les principaux résultats du MEDAF. Dans
cette note, on montre que ces mémes conditions ont des conséguences similaires lorsque les
investisseurs ont de |'aversion pour le risgue et des préférences non nécessairement conformes
alathéorie de !’ utilité espérée.

Mots-clés:  MEDAF, Fonds Mutuels, Théorie de I'utilité espérée, Aversion au risque,
Nouveaux modeles de décision dans le risque.
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|- Introduction

Le Modde d Equilibre des Actifs Financiers (MEDAF) est I'un des résultats centraux de la
théorie financiére moderne. Sa dérivation originelle (Sharpe (1964), Lintner (1965), Mossin
(1966)) fait I' hypothése d’investisseurs ayant des préférences de type “espérance - variance” :
ils ne sont concernés que par I'espérance et la variance ... - ains que celle de beaucoup de ses
extensions -. On sait (voir, par exemple, Fishburn (1979)) que de telles préférences ne sont pas
nécessairement conformes al’”hypothése standard” en théorie financiére et en économie de
I"incertain : celle d'investisseurs ayant des préférences conformes a la théorie de I’ utilité
espérée et averses au risque. Ceci a amené a des travaux visant a retrouver les principaux
résultats du MEDAF dans ce cadre.

On sait que, dans la version classique du MEDAF, tous les investisseurs déiennent a
I’équilibre un portefeuille constitué, d'une part, d actif sans risque et, d'autre part, du
portefeuille de marché. 1l y a “ séparation monétaire adeux fonds mutuels’. Parmi les travaux
visant aretrouver le MEDAF dans le cadre de I’ hypothése standard”, ceux S intéressant aux
conditions garantissant |’existence d'une telle “séparation” sont donc particuliérement
importants. Cette “séparation” peut étre obtenue soit en imposant des restrictions sur les
fonctions d'utilité des investisseurs (voir Cass et Stiglitz (1970) ou, pour une référence
récente, Lewbel et Perraudin (1995)), sur le rendement des actifs risqués (voir Ross (1978),
Litzenberger et Ramaswamy (1979) ou Nielsen (1991)) ou sur les deux alafois (on trouvera
une présentation d’ensemble de ces résultats dans Huang et Litzenberger (1988) ou dans
Ingersoll (1987)). Ces conditions permettent de retrouver |’ essentiel des résultats du MEDAF
dans le cadre de I’ hypothése standard” .

L’ hypothése d’investisseurs averses au risgue et maximisateurs de I’ espérance d’ une utilité est
centrale en théorie financiére et en économie de I'incertain. Son quasi-monopole est sans
doute d0 a la fois a la Iégitimité que lui conférent les développements axiomatiques issus de
I’ ouvrage de von Neumann et Morgenstern (1947) ainsi qu’ a sa fécondité comme hypothése
detravail (voir, par exemple, les synthéses de Merton (1982) et de Hirsheifer et Riley (1992)).
Depuis quelques années, on assiste cependant a une remise en compte profonde de la théorie
de I’ utilité espérée, tant en ce qui concerne ses possibilités de décrire le comportement observé
de nombreux individus (voir les articles classiques de Allais (1953) et Kahneman et Tversky
(1979) ou la synthese de Machina (1987)) que son attrait normatif (voir Allais (1953) ou
Machina (1982)). De nouveaux modéles de décision dans le risque ont été proposés (Machina
(1982), Quiggin (1982), Yaari (1987), Allais (1988)), axiomatisés, testés expérimentalement
et confrontés a la théorie de I’ utilité espérée. De nombreux travaux ont montre I’intérét de ces
nouveaux modéles en économie de I'incertain (voir Machina (1982, 1989), Roell (1987),
Yaari (1987), Dekel (1989), Quiggin (1993, 1995), Neilson (1995)). Ces travaux concernent
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presgu’ exclusivement des problémes de statique comparative. Or on sait que dans de tels
problémes seuls des cas simples (par exemple comprenant deux ou un nombre trés limité de
titres) sont susceptibles de traitements analytiques élégants. Méme dans ces cas, les résultats
obtenus ne sont pas toujours simples a interpréter par exemple du fait de la superposition
d'” effets de substitution” et d'” effets revenu”.

L’objet de cette note est de tenter de montrer I'intérét de ces nouveaux modeles pour
I’ économie de I'incertain et la théorie financiere en adoptant un point de vue plus “macro” sur
le fonctionnement d’un marché financier (une démarche proche a été adoptée par Kelsey et
Milne (1995) concernant I’ APT). En prenant le MEDAF comme point d’ appui, on montrera
que faire I’hypothése d'investisseurs ayant des préférences non conformes a la théorie de
I’ utilité espérée, laisse intacts les principaux résultats obtenus dans le cadre de I'” hypothéese
standard”. Sans nier I'intérét des travaux visant aétablir des résultats de statique comparative a
I’aide de ces nouveaux modeles, nous espérons proposer la un argument différent et, a
beaucoup d' égards, plus simple montrant leur intérét pour |’ analyse économique.

Cette note de synthése se veut auss pédagogique. Elle est organisée comme suit. Nous
présentons en section 2 notre cadre général d’'analyse. En section 3, on rappellera briévement
les éléments essentiels du MEDAF dans sa version classique, ¢’ est-adire en supposant des
préférences “espérance-variance”. Une extension de ce modéle au cas de |'”hypothése
standard” est présentée en section 4. Nous montrons en section 5 que cette généralisation est
robuste a I’abandon de I’ hypothése standard”. Une derniére section discutera des résultats
obtenus et présentera des voies de recherche future. On y montrera, en particulier, que nos
résultats sétendent au modéle d'évaluation par arbitrage.

II- Lecadre général d’analyse

Dans cette note, nous nous intéresserons aun modéle (aune période) d échange pur de titres
financiers. Aujourd'hui (en temps t = 0), n investisseurs détiennent une dotation initiae
consistant en 1 + m titres financiers. Chague titre est caractérisé par une distribution de
probabilité sur ce que rapportera ce titre demain (au temps t = 1). Cette distribution de
probabilité est déterminée par la “ sphére réelle’ de |’ économie et est indépendante du modéle
d échange. Au temps t = 0, un marché permet aux n investisseurs d’ échanger leurs titres. Le
probléme consiste alors a s'intéresser aux conditions d’ équilibre sur ce marché et/ou a la
structure des prix d’ équilibre.

Les variables exogenes dans un tel modéle consistent dans les caractéristiques de chacun des
titres échangés, les dotations initiales et |es préférences de chague investisseur. On notera:
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Zf ladistribution de probabilité (dégénérée) sur lavaleur du titre 1 supposé sans risque, en
t=1,

Zj ladistribution de probabilité sur lavaleur du titrerisquéj (j =2, 3, ..., m+ 1) ent =1,

fi ladotation initiale de’investisseur i (i =1, 2, ..., n) entitre 1,

Wji ladotation initialedel'investisseuri (i =1, 2, ..., n) entitrej (j=2,3, ..., m+ 1),

n .
f =3 f' lestock total de titres sans risque,
i=1

n .
W, = é WJ-' le stock total detitresrisquésj (j =2, 3, ..., m+1).
i=1

Les variables endogénes du modéele consistent dans les prix d'équilibre Pf, P2, ..., Pm+1 de

chacun des 1 + m titres sur le marché. On posera, de fagcon non restrictive, Pf = 1, le titre sans

risque éant chois comme numéraire.

Une telle présentation suppose que les n investisseurs ont des anticipations identiques sur ce
que rapporteront les titres en t = 1. On supposera de plus que les distributions z; sont telles

que les espérances et les variances existent et que la matrice de variance - covariance associée
W est non singuliere.

Larichesse R d'un investisseur i au tempst = 1 dépend du nombre xl de titres sans risque dé-
tenu et du nombre y; detitres risqués j détenus, ¢’ est-adire son portefeville (x',y') . Ona:

) m+1l
R:X'Zf+é‘y'jzj, ou encore en utlisant des notations matricielles  évi-
j=2

dentes,R =xZ; +y'Z.

En notant F' la fonctionnelle de préférence de I’investisseur i sur sa richesse au temps t = 1,
son probléme, éant donné un systéme de prix Pf = 1, P¢= (P2, P3, ..., Pm+1) peut s écrire :
Max F(R) =f'(xy)
o<y
sous la condition D
m+1
I N i
(f - X)+ aH(Wj' yj)=0
j=2

On notera qu’ un tel modéle n'impose aucune contrainte de positivité sur xl ou sur yij . Il auto-

rise les ventes adécouvert de tous les titres sans restriction. De ce fait, méme s I’ on suppose
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que les distributions z ; ont un support positif et borné [0, M] (ce qui ne sera pas le casici), il

n’en va pas de méme pour R il n'y a pas de prise en compte de la “banqueroute’ possible
d un investisseur au tempst = 1.

Un systéme de prix d'équilibre sur e marché des titres sera alors obtenu s la résolution simul-

tanée du probleme (1) pour les n investisseurs amene aun équilibre sur le marché des 1 + m
n " n L . L

titres, Cest-adires g X =f et Q yj = W;(=2 3, %, m+1), en notant x' et yj” une
i=1 i=1

solution optimale de (1) pour I'investisseur i. Il est clair gu'en présence de la seconde, la

premiére de ces conditions est superflue. Une présentation du MEDAF dans un tel cadre peut

paraitre non standard et inutilement compliquée. Elle est cependant indispensable si I’on

souhaite étudier les conditions d'équilibre sur le marché des titres. On retrouvera une
présentation plus standard en notant que le "rendement” des titres s obtient en divisant Z; par

P.

I11- Préférences“ espérance - variance’

Dans le cadre du modéle présenté a la section précédente, le modele classique du MEDAF
suppose que chaque investisseur a des préférences “espérance - variance” ¢ est-adire que la
fonctionnelle de préférence de I’ investisseur i peut s écrire :

FR)=FxzZ +y?) =f(x, y) =

. N (2)
VIXZ +y'Z:y W)

oll Z est le vecteur des espérances des m titres risqués. On supposera que Vi est strictement
croissante (resp. décroissante) en son premier (resp. second) argument, contindment différen-
tiable et quasi-concave (pour des conditions simples impliquant des préférences de type
“espérance-variance’, voir Loffler (1996)) ; sous de telles conditions la fonction fl est quasi-
concave et continiment différentiable.

Compte tenu de (2), le probléme (1) peut s écrire, aprés dimination de xi du fait de la
contrainte et en utilisant des notations matricielles évidentes :

Max V!(Z¢(f  + POV’ - PY) +y'Z;y' ) )
y

En notant yi* une solution optimale de (3) pour I'investisseur i, la condition du premier ordre
conduit a:
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y ='Wz - z;p) 4

ou le paramétre ! peut sinterpréter comme un taux de substitution entre espérance et
variance. || est strictement positif compte tenu des hypothéses faites sur VI . L’ équation (4)
est, dans ces conditions un théoréme de séparation monétaire adeux fonds mutuels, puisque, s
une situation d’équilibre existe, chaque investisseur détiendra le méme portefedille de titres
risqués qu'il combinera selon ses préférences avec le titre sans risque.

n .

L’ensemble des 1 + m marchés sera aors en équilibre s é y" =W, ce qui, compte tenu de
i=1

(4) implique que:

Z- Z;P= WV . (5)

En prémultipliant chacun des termes de cette égquation par W ¢, on obtient :

_WE& - ZzZWe

WA ©

oll WGZ est I’ espérance du stock de titres risqués (e “ portefeuille de marché’), WeAW est la
variance du stock de titres risqués et WP est la valeur de marché du stock de titres risqués.
En combinant (5) et (6) on obtient alors :

E' ZfP: WW
WAV

(W& - ZW®) (7

ce qui est I’expression de la “droite de march€’ dans notre cadre. En posant ~rJ :Zj /B et
(¥ =W/ WP, on obtient |’ expression classique du MEDAF en termes de rendements et on
a pour chacun des m titres risqués :
Cov(F; Ty)

Var(fy)

F-k=0v-%)

le rendement espéré excédentaire du titre risqué j éant lié linéairement au rendement excéden-
taire du “portefeuille de marché’ au travers de son “béta’.

Notons que (7) est une condition portant sur les prix d’équilibre, s'il existe un équilibre. La
question de I’ existence d'un équilibre dans ce modéle n'est pas trivide. En effet, il n'est pas
possible de recourir ici aux conditions standard d'existence “a la Debreu” puisque les
“ensembles de consommation” ne sont pas bornés inférieurement du fait des hypotheses faites
concernant les ventes a découvert. En présence d'un titre sans risque (dans le cas contraire
S goutent au probléme des ensembles de consommation non bornés inférieurement des pro-
blémes de “points de satiété€”) et lorsgue les anticipations des investisseurs sont identiques, ce
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qui est le cas dans notre modéle, I’ existence d’'un équilibre est cependant assurée (voir, par
exemple, Nielsen (1990, proposition 2)). Son unicité et la positivité des prix d équilibre
soulevent néanmoins des problémes délicats (voir Nielsen (1988) et (1992a) ou Konno et
Shirikawa (1995)).

Notons enfin que |’ obtention du MEDAF repose sur I’ éguation (4), ¢’ est-adire le théoréme de
Séparation, et sur |’ équilibre des marchés. C'est dire que I’ obtention d’ un théoréme de sépara-
tion identique a (4), dans un cadre différent que celui de préférences “espérance - variance”,
conduira également au MEDAF. C'est cette voie qui est explorée dans les deux sections sui-
vantes.

V- Préférences“ neumanniennes’

On se place, dans cette section, dans le cadre de |’ " hypothése standard” : les investisseurs sont
tous supposés maximiser |’ espérance de I’ utilité de leur richesse au temps t = 1, les fonctions
d utilité étant supposeées strictement croissantes et strictement concaves.

On adonc pour I"investisseur i :
F(R)=Fx'z +y'2) = EU X Z +y'2)) 9

Les conditions permettant de ramener I'” hypothése standard” aun cadre “espérance-variance’
sont classiclues. [l faut supposer que ul est guadratique (voir Fishburn (1979)) ou que les dis-
tributions Z; sont elliptiques (voir Chamberlain (1983) ou Owen et Rabinovitch (1983)). S
I’on impose de telles conditions, on se retrouve alors dans le cadre de la section précédente.
Notons néanmoins que si ces conditions sont suffisantes pour obtenir un théoréme de sépara-
tion de type (4) et, ains, les résultats du MEDAF, elles ne sont pas nécessaires. Pour
retrouver un théoréme de séparation, il suffit d’imposer des conditions pour que le portefeuille
optimal de tout investisseur puisse S obtenir comme une combinaison du titre sans risque et
d'un méme portefeuille d actif risqué. Comme nous I'avons évoqué en introduction, ces
conditions peuvent porter sur les fonctions d' utilité des investisseurs, sur les distributions Z;

ou sur les deux alafois.

Notre propos étant ici d éendre ces résultats au cas de préférences “non neumanniennes’,
nous ne nous interesserons qu'aux conditions sur les Z;. Nous nous appuierons ici sur la

présentation de Nielsen (1991) qui généralise et clarifie celle de Ross (1978) en considérant les
prix comme endogenes.

Le probleme poseé revient achercher des conditions sur Z pour que, étant donné un investis-
seur muni d’'une fonction d'utilité croissante et concave et d'une dotation de titre initiale
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( i,Wi), il existe un portefeville d actifs risqué wi=(w,, Wz, V4 ,Wm+1) t€l que pour tout porte-

feuille d actifs (x,y) réalisable compte tenu d'un vecteur de prix P, il existe toujours une com-
binaison linéaire de w et du titre sans risque qui soit préférable a (x,y). Notons que s
wiZ £ Paw)Z;, ¢ est-adire si le rendement espéré de w est inférieur ou égal au rendement cer-

tain consistant a placer tout son avoir dans le titre sans risque, tous les investisseurs neuman-

niens averses au risque souhaiteront vendre le portefeuille w a découvert ; il n'y aura pas
d équilibre possible. De méme s PW®& 3 (Pa)Z;) = 1 tous les investisseurs vendront le titre

sans risque adécouvert ; dans ce cas également, il N’y aura donc pas d équilibre possible. En
dehors de ces deux situations “ pathologiques’, supposons que I’ on puisse écrire la distribution
de probabilité de chacun des m titres risqués de telle sorte que :

Z;=Z{R + W& - ZPt) +§ (10)
avec E(§ |w@) =0,

Les distributions Z j suivent un modéle a un facteur représenté par le portefeuille w, la
sensihilité ace facteur étant donné par le coefficient by, le résidu g étant un "bruit blanc" par
rapport ace facteur di a l'action de facteurs spécifiques au titre j (sur I'interprétation détaillée
de cette condition et sur I'existence d' un systéme de prix permettant de la satisfaire, nous

renvoyons a Nielsen (1991)). Considérons alors un investisseur i ayant une fonction d'utilité ul
strictement croissante et strictement concave et une dotation initiale de titres (',W'). Son

"budget”" (c'est-adire sa richesse présente) est donc de B' =f'+ Pan'. Considérons alors un
portefeville réalisable quelconque (B' - Pdy,y). La richesse de I’investisseur au temps t = 1
correspondant aun tel portefeuille est dlorsde :

R=(B- P§)Z +y€. (12)

Considérons aprésent le portefeuille (Bi - (boy)(Paw), (bd/)w) correspondant aune richesse au
tempst = 1:

R =@~ (b)(Pw))Z; + (bY)WE). (12)
Compte tenu de (10), on a alors, aprés quel ques manipulations :

R=R +y@

avec E(y&|w@) =0,

ce qui montre que R Sobtient apartir de R’ par addition d'un "bruit blanc". Tout investisseur
neumannien averse au risque préféreradonc R~ a R en vertu des résultats de Rothschild et
Stiglitz (1970). Sous I’ hypothése (10), il y a donc bien séparation monétaire a deux fonds
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mutuels, une combinaison linéaire du titre sans risque et du fonds mutuel w étant préféré a
tout portefeuille réalisable par tout investisseur ayant des préférences conformes a
I"” hypothese standard”. Une démonstration technique, que I’on pourra trouver dans Nielsen
(1991), montre que cette condition suffisante de séparation est également nécessaire. Notons
gue (10) implique que :

Cov(z,we) et donc, en particulier que :

I vaw®)

- Cov(Z, W&) —

Z;- ZiR =—(1~—)(qu - Pw)z;). (13)
Varw@)

Sous la condition nécessaire et suffisante de séparation (10), I'équilibre des m + 1 marchés
n % n .

sraateints g y =a ! w=W.Larelation (13) devient alors:
i=1 i=1

Z- ZP= W (W& - ZW®) (14)

WaeMWV

ce qui identique al’ équation du MEDAF (7). Celle-ci est obtenue en combinant |e théoreme de
Séparation et I'équilibre sur les marchés.

Remarquons que s la condition (10) est vérifiée pour tout B les actifs risqués, a tout
portefeville réalisable pour I'investisseur i correspond un portefeuille obtenu par combinaison
du titre sans risgue et du portefeuille w qui a méme espérance que ce portefeuille mais une
variance moindre. Les portefeuilles potentiellement optimaux des investisseurs neumanniens
sont aors confondus avec les portefedilles efficients du monde "espérance-variance'.

De méme gqu’ala section 3, I'équation (14) est une condition sur les prix d' équilibre mais ne dit
rien sur le probléme de I’ existence de cet équilibre. Notons, ici, encore que la possihilité de
ventes adécouvert sans restriction interdit de faire appel aux théorémes standard garanti ssant
I’existence d’'un équilibre. En plus des conditions classiques, il faut également s assurer, dans
notre cadre, qu'il n’existe pas de possibilités d’ échange infini (“unbounded trade”) qui serait
mutuellement profitable a des investisseurs n'ayant pas de portefeuille optimal fini (sur les
conditions garantissant |’ existence de tels portefeuilles, voir Bertsekas (1974)). Ceci est bien le
cas ici, compte tenu de I’hypothése faite sur les anticipations des investisseurs (voir, par
exemple, Nielsen (1992b, proposition 12) qui offre, de plus, une vaste synthése des contribu-
tions antérieures).

V- Préférences“ non neumanniennes’
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Dans cette section, nous supposons que la fonctionnelle de préférence de I’ investisseur i, pour
sa richesse future, est quelcongue aceci pres:

- qu'elle est compatible avec la dominance stochastique de premier ordre et
- qu'ele est compatible avec la dominance stochastique de deuxiéme ordre

(sur ces notions voir Fishburn et Vickson (1978 ou Levy 1992)). Cette classe de fonction-
nelles, notée NEURA (non Expected Utility with Risk Aversion), est clairement non vide
puisgu’ elle contient celles conformes al’” hypothése standard” (classe de fonctionnelles que
nous noterons EURA (Expected Utility with Risk Aversion)). Il est clair d'autre part que la
classe NEURA est plus vaste que EURA : elle contient notamment les fonctionnelles de
Machina (1982), Quiggin (1982) et Y oan (1987)).

La condition nécessaire et suffisante de séparation monétaire a deux fonds mutuel dans
NEURA est aisée a établir. Puisgue (10) est une condition nécessaire de séparation dans
EURA, dle est a fortiori nécessaire dans NEURA puisque EURA A NEURA. De plus on a
vu a la section précédente que la démonstration de la suffisance de (10) dans EURA repose
exclusvement sur I'aversion a I’ gjout de “bruit blanc” des investisseurs ayant leur préférence
dans EURA. Par construction, I'aversion aux "bruits blancs' est également a l'oeuvre dans
NEURA : le respect de la dominance stochastique du deuxieme ordre lui est équivaente en
vertu des résultats de Rotschild et Stiglitz (1970). On en conclut alors simplement que (10) est
une condition nécessaire et suffisante de séparation monétaire dans NEURA. (Notons que ce
résultat se déduit également simplement des travaux de Safra et Zilcha (1988) et de Zilcha et
Chew (1990) montrant que le passage de EURA a NEURA laisse inchangé I’ensemble des
distributions de probabilités efficaces - ¢’ est-adire préféré atout autre pour au moins une
relation de préférence - dans tout ensemble de distributions de probabilités). De méme qu'ala
section précédente, I'éguation de la droite de marché du MEDAF (14) se déduit aors
directement de la séparation et des conditions d’ équilibre sur les marchés. Sous la condition
(10), passer de EURA a la classe beaucoup plus vaste NEURA ne change donc rien quant a
I’ obtention du MEDAF : I'ensemble des portefeuilles efficients se confond avec celui du
monde moyenne-variance et est obtenu en combinant I'actif sans risque et le portefeuille du
marché. De méme la rémunération de tout actif risqué est déterminée selon I'éguation (7) de la
droite des actifs du marché en fonction de son risque systématique. Le MEDAF est donc
obtenu lorsgu'on passe de EURA a la classe beaucoup plus large des fonctionnelles NEURA
sous la condition (10).

La classe des NEURA étant trés vaste, il n'est pas possible de lui transposer directement les
conditions d'existence d'un équilibre établi dans EURA. Pour illustrer cette affirmation, on
peut noter que la classe des NEURA contient des fonctionnelles de préférence correspondant
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ades comportements "plongeurs' par opposition ala diversification que I'on rencontre chez les
"neumanniens’ ayant de l'aversion pour le risque. Ce type de comportement sobserve, en
particulier, pour des préférences obéissant au "modéele dua” de Yaari lorsque le choix du
portefeuille d'un investisseur se réduit au choix d'un actif risqué et d'un actif sans risque, ce qui
est le cas lorsque les distributions des prix futurs des actifs risqués induisent la séparation
monétaire a deux fonds mutuels. Dans une telle situation, les investisseurs de Yaari placent
leur richesse dans I'actif risqué ou dans l'actif sans risque uniquement selon la valeur
(rentabilité) espérée de I'actif risqué (ce comportement plongeur semble néanmoins limité au
cas de deux actifs dont un est dénué de risque : voir Hadar et Seo (1995) ou Eckhoudt dans
ce numéro). On concoit aisément que la présente de "plongeurs’ liée al'absence de limitation a
I'endettement conduise ade réelles difficultés des lors que I'on veut obtenir un équilibre.

Comme précédemment, (14) est une condition sur les prix d’ équilibre des titres qui n’implique
rien quant a |’ existence méme d' un équilibre.

Compte tenu de I’ampleur, de la difficulté du probleme et de I'objectif poursuivi dans cette
note, nous ne chercherons pas ici adonner des résultats généraux d'existence d' un équilibre
dans des sous-classes de NEURA nous contentant de renvoyer aux résultats généraux
concernant |’existence d'équilibre lorsque les “ensembles de consommation” ne sont pas
bornés inférieurement (voir Werner (1987) ou Nielsen (1989)). Mentionnons ici cependant
que |’ adaptation de ces conditions générales semble particulierement prometteuse pour ce qui
concerne le sous-ensemble de NEURA correspondant au modéle “Expected Utility with Rank
dependent Probability” (EURDP) proposé par Quggin (1982) et Allais (1988). Bien qu’ étant
un cas tres particulier de préférences “non neumanniennes’, ce modéle d’ expression simple et
suffisamment général pour offrir une aternative crédible et féconde au modée neumannien
(pour un apercu de la littérature abondante concernant ce modéle nous renvoyons a Quiggin
(1993)).

Afin de donner une idée simple du modéle EURDP, considérons une distribution de probabili-
tés asupport fini donnant le résultat Xj avec une probabilité pj (i =1, 2, ..., I). Un investisseur

neumannien ayant une fonction d' utilité u évaluera une telle distribution suivant son espérance
i

mathématique d’ utilité é piu(x;). En supposant sans perte de généralité que x1 < x2 < ... <
i=1

Xl, un investisseur obéissant au modéle EURDP évauera une telle distribution selon une

“egpérance mathématique modifiée” du type:

14 J4
u(x)+aj (@ pyUex) - u(x;_y))

i=2 =i
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ou j est une est une bijection croissante sur [0 ; 1] (pour une justification de ce modéle on se
reportera aQuiggin (1993)). Il est clair que les préférences neumanniennes correspondent au
cas particulier ou la fonction j est la fonction identité, le modéle dua de Yaari (1987)
correspondant au cas particulier ou I’ utilité est linéaire. On peut montrer que ce modele est :

- compatible avec la dominance stochastique de premier ordre i et seulement si U est stricte-
ment croissante,

- compatible avec la dominance stochastique de deuxieme ordre i u est concave et j est
convexe, I'une des deux fonctions au moins I’ éant strictement (voir Chew et al (1987) ou

Quiggin (1993)).

Pour exclure le cas du modele dual de Yaari (1987) considérons la classe de préférence
EURDPRA correspondant au modéle EURDP avec u strictement croissante et strictement
concave et j strictement convexe. Dans un tel modéle, le probléme du choix entre un titre
sans risque et un titre risqué s opére de maniére tout a fait semblable au cas neumannien a ceci
prés que la distribution de probabilités correspondant au titre risqué est “ déformée de maniére
pessmiste’ via une fonction de transformation j convexe. Dans ce cadre particulier a deux
titres, les conditions garantissant I'impossibilité d’” échanges infinis’ (et donc I’ existence d’'un
équilibre) se transposent immédiatement a la classe EURDPRA. La généraisation de cette
observation au cas de plus de deux actifs n’est pas immédiate. Cependant cette observation
jointe au fait que de nombreux résultats classiques concernant la diversification dans EURA ne
dépendent que du respect de la dominance stochastique de deuxieme ordre (voir par exemple
Hadar et Seo (1995)) laisse espérer que les conditions garantissant |’ existence d'un équilibre
dans EURDPRA ne seront que peu différentes de celles faisant de méme dans EURA.

V- Discussion

L’ objectif de cette note a éé de montrer que, du point de vue des conditions d’ équilibre d' un
marché financier, il y avait peu a perdre de passer de I'”hypothése standard” (investisseurs
neumanniens averses au risque) acelle, beaucoup plus large, d’ investisseurs non-neumanniens
averses au risque au sens du respect de la dominance stochastique de 2€ ordre. Nous espérons
avoir ains donné, en complément des analyses axiomatiques et empiriques, une preuve de
I"intérét de ces modéles pour I'analyse économique qui ne se limite pas a des résultats de
statique comparative.

Beaucoup reste a faire cependant pour généraliser d’ autres acquis de I’ économie de I’incertain
et de la théorie financiére en abandonnant I'”hypothése standard” sur les préférences des
investisseurs. Nous nous contenterons ici de mentionner quelques extensions possibles de ce

DB/JLF - Aolt 1996



MEDAF et Nouveaux Modeles de Décision dans le Risque - 13-

travail ; souligner ses limites nous donnera I’occasion de présenter quelques voies de
recherches futures.

L'analyse des conditions de séparation a deux fonds mutuels et I'équilibre des marchés
financiers, dans le cadre du paradigme ("standard” dinvestisseurs neumanniens ayant de
l'aversion pour le risque, se généralise sans difficulté au cas de deux fonds mutuels risqués
(voir les conditions de séparation dans Ross (1978) et Nielsen (1991)). On obtient alors le
MEDAF de Black (1972). Lorsque les distributions des rentabilités des actifs risqués sont
générées selon un modéle linéaire multifactoriel augquel on gjoute un bruit blanc par rappport a
I'ensemble de ces facteurs, on obtient encore la relation linéaire du modele d'évaluation "par
arbitrage”, entre la rentabilité espérée de tout actif risquéi et les sensibilités des rentabilités de
I'actif i aux différents facteurs, pourvu que les investisseurs non-neumanniens aient de
['aversion pour le bruit blanc (voir par exemple Kelsey et Milne (1995)). La séparation a k
fonds mutuels n'est pas une condition nécessaire pour obtenir une relation linéaire d'équilibre
"exacte" : il suffit aors dimposer une contrainte sur les distributions des bruits des différents
actifs risqués, en nombre limité, permettant la diversification (par exemple la distribution des
rentabilités du portefeuille de marché ne dépend pas du bruit des actifsi qui le compose ; voir
Connor (1984) et 1987)). Le MEA d'équilibre est compatible avec I'ensemble des portefeuilles
moyenne-variance efficients (Chamberlain (1983), Grinblatt et Titman (1983), Huberman et .
(1987), Jobson et Korkie (1985). On sait d'ailleurs que le modéle de marché, dont le facteur
risqué unique est |e portefeuille de marché, suppose que ce dernier ne dépend pas du bruit des
actifs qui le composent (Fama (1973), et quaors on obtient le MEDAF lorsgue les
investisseurs sont neumanniens (Stapleton et Subramanyam (1983), Kwon (1985)). Tous ces
résultats sont généralisables au cas d'investisseurs non-neumanniens ayant de l'aversion pour
les bruits blancs.

Notons que I'analyse présentée ici, S elle permet de généraliser de nombreux résultats, se
heurte néanmoins ades limites sérieuses. Dans le cas “neumannien”, la définition de I’ aversion
au risque ne souléve guére de difficultés ; toutes les définitions classiques (aversion aux
“éalements préservant la moyenne”’, aversion au “bruit blanc”, préférence pour I’ espérance
d'une distribution par rapport a cette distribution, comportement “diversificateur” dans un
probléme avec un titre sans risque et un titre risqué) se trouvent en effet étre équivalentes. Il
est important de souligner ici qu'il n’en va plus de méme dans un cadre “non-neumannien”
(voir Machina (1982), Safra et Zilcha (1988) ou Chateauneuf et Cohen (1994)) ou diverses
interprétations de |’aversion pour le risque conduisent a des définitions qui ne sont plus
équivalentes. Nous avons retenu ici celle en terme de dominance stochastique de deuxiéme
ordre (ou de fagon équivalente, en terme d’aversion aux “bruits blancs’ ou aux “étalements
préservant la moyenne” - voir Rotschild et Stiglitz (1970)) permettant d obtenir les résultats
les plusimmédiats. |l serait intéressant de montrer quelles sont les conditions de séparation en
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utilisant d’autres définitions, plus générales, de I'aversion pour le risque consistant, par
exemple, a remplacer I'aversion aux “bruits blancs’ par I'aversion aux “bruits blancs co-
monotones’ (sur cette notion voir, par exemple, Quiggin (1993)). Notons également que de
nombreux progrés restent a faire quant a I’obtention de conditions simples, garantissant
I’existence d’'un équilibre dans un modéle, comme celui considéré ici, ou les ensembles de
consommation ne sont pas bornés inférieurement et son adaptation adiverses sous classes de
préférences “non neumanniennes’. Un abandon progressif de |'”hypothese standard”
concernant les préférences des investisseurs devrait permettre de stimuler la recherche dans ce
domaine.

Notons, enfin, que la simplicité des résultats présentée ici tient pour beaucoup au fait que, la
condition nécessaire et suffisante de séparation dans le cas neumannien est tres restrictive (sur
le coté restrictif et I’interprétation détaillée de cette condition, voir Nielsen (1991) - il n’est
pas exclu cependant que I’ introduction de préférences “non-neumanniennes’ puisse permettre
une démonstration plus smple du caractére nécessaire de cette condition). La recherche de
modeles d'équilibre utilisant des conditions moins restrictives constitue un champ de
recherches trés ouvert.
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