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Résolution a I'aide de méthodes Monte Carlo
pour des PDMs épisodiques
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PDM

Definition (Processus décisionnel de Markov)
Un Processus décisionnel de Markov est un tuple (S,A,T,R,y) o

S est un ensemble fini d’états

©

o A est un ensemble fini d’actions

o T est une matrice de transition
T =P [St+1 =s'|S=5,A; = a] probabilité d’arriver dans 1'état
s’ a l'instant +1 quand on a pris 'action a4 dans I'état s a I'instant ¢

©

R est le vecteur de récompenses
R =FE[R¢41 | St =s,A; =a] valeur moyenne obtenue apres avoir
pris l'action a dans l'état s

un ensemble d’état initial

©

©

parfois un ensemble d’états terminaux
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Value Iteration

for each s €S and ke N
Vk(s) 0

repeat for k=0to ...

for eachse S

Vira(s) r;gqx R¢+vy %T:S/Vk(s') /* mise a jour */
S

until convergence
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Itération de politique

L’idée est donc d’alterner
1- l'évaluation d'une politique
2- I'amélioration de la politique
jusqu’a ce qu’on converge vers une politique qui sera la politique optimale.

Pour les politiques deterministes, il y a un nombre fini de politiques, on
va converger en un nombre fini d’itérations.

Variantes : quand arréter 1’évaluation?
0 convergence a un € pres
o apres k itérations (k a une petite valeur)
o pourquoi pas apres chaque itération?
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Apprendre un PDM inconnu

Pour les deux algorithmes vus précédemment (“iteration sur les valeurs”
et "iteration sur les politiques”), on devait connaitre :

o le modele de transition T,

o le modele de récompense R?

Aujourd’hui, on va voir des méthodes qui ne nécessitent pas la connais-
sance des ces modéles.

<« seule l'expérience va guider le choix
= véritablement de 'apprentissage
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Environnement épisodique

On va se placer seulement dans des PDMs épisodique :
o chaque épisode doit se terminer
o on va apprendre d'un épisode en entier
o un épisode : une partie de black jack

>~ —(Stéphane Airiau) RL



1. Méthodes Monte Carlo

o Evaluation d’une politique
o Etimation de la valeur des actions
o Controle par Monte Carlo ("on policy" et "off policy")
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Méthode Monte Carlo : Evaluation d"une politique 7t

o apprendre v, a partir des épisodes en suivant une politique 7

o On veut apprendre la valeur i long terme
Pour un épisode qui se termine a l'itération k, on a

Gt = Ris1+ YRz -+ ¥ Resy

vr(s) est la valeur de passer par 1’état s en utilisant la politique 7 :
Un(s) =En[GtSt =]

on va utiliser 'expérience de 1’agent pour estimer v, (s) pour chaque
état s.

o Attention, dans un épisode, on peut passer plusieurs fois par le
méme état!

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Méthode Monte Carlo : Evaluation d"une politique

algorithme premiere visite
Exeaute un 'o,risoo(e Une fois L' pisadle forminé
» e fass les mises 3 jour
s ~a= rq"‘ff}_-f?’zfs *“3‘2.

t
—Gq 2 A%rz3 1904

v) avec 6o

S e e

v(s) " Gz sc S2#8) &£ 5,#5,
0'(5‘;) + B3 s 9;#5;,511"‘;,53430

fin ole l'c;oisoc(e
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Méthode Monte Carlo : Evaluation d"une politique

algorithme premiere visite
Exéoute un 't.risoo(e Une fol‘s l'?isw(l {erminé
/ Je fass les misec & jour

SN 2 3
G = RtTR+TGE +T 0
—Gn =+ 0y Ja’rs‘f"tf4

2 = (3 +Tlg

Fi ol [cpisocle Avac premiére viste, on ne met

& jour de nowveau S, (deja visite)
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Méthode Monte Carlo : Evaluation d'une politique

Algorithme "premiere visite"

' 1| veRS, count e N8I, Acc e RIS

| 2 | initialise v(s) =0 pour chaque état s € S

. 3 | initialise count(s) =0 pour chaque état s € S

.4 | initialise Acc(s) =0 pour chaque état s € S

G

. 6 | Répete éternellement

t 7 Simule un épisode en suivant la politique 7

.8 Pour chaque transition ¢ de I’épisode, on calcule G;
O Pour chaque état s qui apparait dans I'épisode

. 10 Pour la premiere itération t ol1 s est visité dans 1'épisode
C11 Acc(s) <+ Acc(s) + Gy

v12 count(s) < count(s)+1

|

. 13 v(s) Acc(s)

i count(s)

chaque valeur de G; est un échantillon tiré de maniére indépendante et
identiquement distribué, avec une variance finie
< avec la loi des grands nombres, on a

Iim  o(s) =vx(s)
count(s)—oo
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Méthode Monte Carlo : Evaluation d"une politique

Algorithme "chaque visite"

D —

' 1| veRS, count e NPl Acc e RIS

. 2 | initialise v(s) =0 pour chaque état s € S

. 3 | initialise count(s) =0 pour chaque états € S

. 4 | initialise Acc(s) =0 pour chaque état s € S

G

. 6 | Répete éternellement

7 Simule un épisode en suivant la politique 7t
.8 Pour chaque transition ¢ de ’épisode, on calcule G;
L9 Pour chaque itération f qui visite l'état s
110 Acc(s) < Acc(s) + Gy

P11 count(s) < count(s)+1

12 o(s) « 2ccs)

| count(s)

Ici, chacun des échantillons n’est pas forcément indépendant des autres.
Mais on a quand méme convergence vers Ur(s).

si un état s se répete, le fait de retomber dans 'état s n’est surement pas un hasard, et donc
il y a une corrélation entre le premier passage et le second...
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Méthode Monte Carlo : Evaluation d"une politique

Tres différent de 'utilisation de la programmation dynamique
o toutes les transitions possibles / seulement les transitions de
I'épisode
o une seule transition / toutes les transitions de 1'épisode

o l'estimation de chaque état est fait de maniére indépendante /
'estimation d’un état dépend de 1’estimation des autres états

= l'estimation est indépendante du nombre d’états |S].

< on peut partir d'un état et faire des simulations pour apprendre ces
états sans se soucier des autres

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la valeur des paires état-action

o Sionn’apasle modele T7,,
déduire l'action optimale!
En effet, pour cela on a besoin de faire le calcul :

on a beau avoir v(s), on ne peut pas

Grls,a) =RE+v Y T%,0x(s

s’'eS

o Rappel gx(s,a) estime la valeur a long terme de prendre 'action a
puis de suivre la politique 7.

< au lieu d’estimer v, avec notre algorithme de Monte Carlo, on va
estimer g,
< a priori méme stratégie "premiere visite" et "chaque visite"
possible
o attention, maintenant il faut tenir un compte sur chaque paire
(action, état)

= il faudra faire attention a avoir suffisemment d’observations pour
chaque paire!

— — (Stéphane Airiau) rL (5



Méthode Monte Carlo : Evaluation d'une politique

Algorithme version "premiére visite"

L1 | ge RIS count € NISIXIAL Acc € RISIX A

| 2 | initialise q(s,a) =0 pour chaque état s € S et chaque action a € A

. 3 | initialise count(s) =0 pour chaque état s € S et chaque action a € A
. 4 | initialise Acc(s) =0 pour chaque état s € S et chaque action a € A
5

. 6 | Répete éternellement

t 7 Simule un épisode en suivant la politique 7

.8 Pour chaque transition ¢ de I’épisode, on calcule G;

O Pour chaque état s qui apparait dans I'épisode

. 10 Pour la premiere itération t ol1 s est visité dans 1'épisode
C11 Acc(s,a) < Acc(s,a) + G;

v12 count(s,a) < count(s)+1

‘ Acc(s,a)

p 13 ’ —

l o) = count(s,a)

chaque valeur de G; est un échantillon tiré de maniére indépendante et
identiquement distribué, avec une variance finie
< avec la loi des grands nombres, on a

lim  g(s,a) =qn(s,a)
count(s,a)—roo
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Evaluation de la valeur des actions

o petit probleme : si 7 est déterministe, on n’a pas la valeur de toutes
les paires (état, action)
on aura seulement des valeurs pour les paires s, 7t(s)

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la valeur des actions

o petit probleme : si 7 est déterministe, on n’a pas la valeur de toutes
les paires (état, action)
on aura seulement des valeurs pour les paires s, 7t(s)

une stratégie : "exploring starts"
on tire au hasard une paire (s,49) pour I'état initial et on utilise
"premiere visite"

= on utilise la loi des grands nombres pour estimer g(so,4p)

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la valeur des actions

o petit probleme : si 7 est déterministe, on n’a pas la valeur de toutes
les paires (état, action)
on aura seulement des valeurs pour les paires s, 7t(s)

une stratégie : "exploring starts"
on tire au hasard une paire (s,49) pour I'état initial et on utilise
"premiere visite"

= on utilise la loi des grands nombres pour estimer g, (so,a0)

Evidemment, ceci est problématique pour des interactions avec un
environnement réel (on ne peut pas forcément choisir 1’état initial ! !)

Supposons pour le moment qu’on puisse faire cela
on verra comment le contourner plus tard.

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la valeur des actions

petit probleme : si 7 est déterministe, on n’a pas la valeur de toutes
les paires (état, action)
on aura seulement des valeurs pour les paires s, 7t(s)

une stratégie : "exploring starts"
on tire au hasard une paire (s,49) pour I'état initial et on utilise
"premiere visite"

= on utilise la loi des grands nombres pour estimer g, (so,a0)

Evidemment, ceci est problématique pour des interactions avec un
environnement réel (on ne peut pas forcément choisir 1’état initial ! !)

Supposons pour le moment qu’on puisse faire cela

on verra comment le contourner plus tard.

On devrait avoir une bonne estimation de g,(s,a) pour chaque paire
(s,a).

— — (Stéphane Airiau) RL 20



Evaluation de la politique optimale

Meéme idée que pour itération des politiques :
une approximation de la fonction de valeurs optimale et une approxima-
tion de la politique optimale

évalue améljore évalue évalue
T — mng — T — my = = T — (m,

o utilisation d"une infinité d’épisode pour estimer 4(s,a) avec
"exploring starts"

o améliore de fagon gloutonne la politique 7w comme dans itération
des politiques : 7 1 (s) = argmax, g, (s,a)

= meéme garantie de convergence que pour itération des politiques

peut-on utiliser moins d’épisodes pour évaluer une politique?

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la politique optimale

On reprend l'idée de I’algorithme itération sur les valeurs :

1. Utilisation d"une convergence a € pres pour estimer §(s,a)
on peut calculer des bornes pour étre stir de faire suffisamment
d’itérations
= on peut garantir la convergence, mais stirement beaucoup trop
d’itérations pour étre une solution en pratique

2. plus extréme : utiliser seulement un épisode avant de faire une
amélioration.
< mais pour le moment, on n’a pas de garantie de convergence!
cependant, on a du mal a se convaincre que cela ne va pas
converger!

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la politique optimale : "Monte Carlo Exploring Starts"

g € RISIXIA
count € NISIxI4l

Acc € RISIXAl

initialise v(s,a) =0 pour chaque état s € S et actiona € A
initialise count(s,a) =0 pour chaque état s € S et action 2 € A
initialise Acc(s,a) =0 pour chaque état s € S et action 2 € A

Répete éternellement
Tire aléatoirement une paire (sp,a9) € S x A
Simule un épisode en suivant la politique 7 en partant de (sp,ao)
Pour chaque paire (s,a) qui est visitée dans 'épisode
Si la premiere occurrence de (s,a) est a I'instant ¢
Acc(s,a) < Acc(s,a) + G
count(s,a) < count(s,a)+1
Acc(s,a)
9(5,8) count(s,a)
Pour chaque état s dans 1'épisode
71(8) argrl?ga};(q(s,a]

N

pas encore de démonstration que la convergence soit garantie!!!
(mais I'hypothése exploring starts est trop forte!)

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Eviter 'astuce "exploring starts"

Avec les méthodes Monte Carlo, on a fait deux hypotheses jusqu’ici :
1. on travaille dans un PDM épisodique

2. on peut choisir I'état initial au hasard pour garantir de visiter toutes
les paires (s,a) € S x A

On veut trouver une technique pour éviter I'hypothése "exploring starts"

o Comme pour le probleme des bandits, il va falloir explorer

o soit on va essayer d’améliorer la politique qu’on utilise pour générer
les données : approche "on policy”

o soit on va utiliser une politique pour générer les données, et mettre
a jour une autre politique (qui n’est pas utilisée) : approche "off
policy”

— — (Stéphane Airiau) RL 24



"on-policy" Monte Carlo

o estime et améliore une politique tout en 1'utilisant

o utiliser une politique stochastique avec des probabilités strictement
positives
7(s,a) > 0 "politique soft"
= graduellement mettre & jour cette politique vers une politique
deterministique (et optimale!)

o ajouter de I'exploration aléatoire

utiliser argma}qxq(s,a) avec une probabilité 1 —e
ae

ex: e-greedy . . iie
tirer une action avec une proabilité uniforme

avec une probabilité e

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la politique optimale : "on policy Monte Carlo"

Vers1on premlere visite

} 1| g:5SxA—Rinitialise g(s,a) =0Vse€SetVac A

' 2| count:Sx A — N initialise count(s,a) =0Vse€ SetVac A

' 3 | Acc:S x A — R initialise Acc(s,a) =0VseSetVac A

i 3 | mune politique soft (par exemple uniforme)

| 7

I 8 | Répete éternellement

10 Simule un épisode en entier en suivant la politique 7

10 Compute G; pour chaque transition de 1'épisode

C 1 Pour chaque paire (s,a) qui est visitée dans 1'épisode

v 12 Si la premiere occurrence de (s,a) est a I'instant ¢
L12 Acc(s,a) < Acc(s,a) + Gy

' 13 count(s,a) < count(s,a)+1

| 14 9(5,8)  Gstcoay

115 Pour chaque état s dans I'épisode

116 a* eargmaxq s,a) (départage arbitraire des ex-aequos)
i 15 Pour chaque action a

| l—e+ 5 ifa=a*

i [A]

| 16 m(s,a) < & ifatar
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Vérification de ’'amélioration

On nomme 7’ la politique e-greedy.

Pour n’importe quelle politique 7, on a Z <7't(s,a) — ﬁ) =1l-¢

q(s, 7' (s))

WV

WV

WV

acA
Y n'(s,a)qls,a)
a€A
ﬁ%Q(S,ﬂH (l—e)rang(q(s,a)
€ n(s,a)— ﬁ
— ) q(s,a)+(1—€) ) —————maxq(s,a)
Al ,%q anA l1—e acA
7(s,a) — 5+
ﬁ > qlsa)+(1—e)) Tewq(s'”)
acA acA
ﬁ Z q(s,a)+ Z n(s,a)q(s,a) — ﬁ Z q(s,a)
acA acA acA

Z n(s,a)q(s,a) = gr(s,a) On a bien une amélioration! O
acA

>~ —(Stéphane Airiau)
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Vérification de la convergence

Il reste & démontrer la convergence vers une soft politique optimale.

Il faut montrer qu’on a une égalité quand 7t (ou ') sont optimales sur les soft
policies (i.e. aucune autre politique "soft" ne peut les dominer).

On consideére un environnement e-& dérivé de notre environnement € : si on exé-
cute une action a dans e-&, le résultat est celui de prendre une action de maniére
uniforme avec une probabilité e dans € et de d’exécuter 1’action a avec une pro-
babilité 1— e dans €.

Soit o* et g* les fonctions de valeurs optimales dans e-€.

Une politique 7 est optimale dans € parmis les politiques softs ssi v = o*

>~ —(Stéphane Airiau) RL



D’apres la définition de v*, ce doit étre I'unigue solution de :

0% (s) (1—e)maxq*(s,a)+ — Y q*(s,a)
! |A| acA

(1— e)mfop(s’,r |'s,a) [r+vz7;(s’)}

+ Eﬂ Z ZP(S’,r |s,a) [T+YUN*(5’)}

acAs',r

Quand I'égalité est obtenue et qu’on ne peut pas améliorer m, on a :
€
On(s) (1—€)mgan(s,a)+mZ%(S’a)
acA
(1—¢) muapr(s’,r Is,a) [r+yvn(s")]

’

* I%I > Y (s’ rlsa) [r+yonls)]

acAs',r

Comme v* est l'unique solution, on doit avoir v* = v,

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Bilan

o On parvient a trouver la meilleure politique parmi les politique
e-soft
© Sans avoir besoin de faire I'hypotheése (souvent peu réaliste)
"exploring starts".
= apprentissage d"une politique presque optimale qui continue a
explorer.

o une autre stratégie est d’avoir deux politiques :

o une pour explorer et générer des données
o l'autre que I'on optimise

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluer une politique tout en en suivant une autre

o Supposons qu’on suive une politique 7’ (ou bien qu’on a collecté
des données)

o Peut-on calculer v, pour une autre politique 7t?

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluer une politique tout en en suivant une autre

o Supposons qu’on suive une politique 7’ (ou bien qu’on a collecté
des données)

o Peut-on calculer v, pour une autre politique 7t?

o ouisin(s,a) > 0= 7'(s,a) >0 < couverture

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluer une politique tout en en suivant une autre

o Supposons qu’on suive une politique 7’ (ou bien qu’on a collecté
des données)
o Peut-on calculer v, pour une autre politique 7t?
o ouisin(s,a) > 0= 7'(s,a) >0 < couverture
o l'idée est d"utiliser les techniques d’échantillonnage préférentiel
("importance sampling").
o On a obtenu une trace d’exécution avec 7’
On a obtenu des récompenses 741, 742, ..., 'T.

Le gain Gt =141 + Y742 +y2rt+3 -+... ne vaut que pour v et non v,/
Peut-on ajouter un poid sur les récompenses pour estimer ce que serait
le gain pour de trace si elle avait été générée par 7t et non ' ?

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Etant donné un état de départ S;, la probabilité d’observer une trace
d’exécution Sy41,Ai+1,5t+2,A4+2,..., ST en suivant une politique 7 est

P(At, St41,A141,St42, A2+, ST | St,70)

(A |SOTS' s, m(Ari1 | Sea).. TeT !

T—1
[IrAclsaTess,
k=t

St-1,51
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Etant donné un état de départ S;, la probabilité d’observer une trace
d’exécution Sy41,Ai+1,5t+2,A4+2,..., ST en suivant une politique 7 est

P(At, St41,A141,St42, A2+, ST | St,70)

(A |SOTS' s, m(Ari1 | Sea).. TeT !

T—1
[IrAclsaTess,
k=t

St-1,51

La probabilité relative de la trace d’exécution (i.e. le ratio d’échantillon-
nage préférentiel) est

T—1

T—1
[Iracisaress,  TInlAclse)
k=t

_ k=t
PrT—1 = 73

T—1
[T~ AcisoTss, . TIm' (Al
k=t k=t

et il est donc indépendant du PDM!
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Evaluer une politique tout en en suivant une autre

'Z),n/(S) :E[Gt | St :S]

On estime v,/(s) la moyenne des retours G; en suivant la politique 7t

Pour estimer v,(s), on peut utiliser

vn(s) =Elppr—1Gt | St =l

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Echantillonnage préférentiel "ordinaire"”

Notations :
o On numérote chaque itération, indépendamment des épisodes
ex : deux épisodes, le premier se termine au bout de 3 itérations, le second
au bout de 4 itérations, chaque itération est identifiée par un entier dans
{L....7}
o J(s)
o variante "chaque visite" : toutes les itérations ot1 Iétat courant est s.
o variante "premiere visite" : T(s) chaque premiére itération d’'un
épisode o1 I’état courant est s.

o T(t) représente l'itération ot1 I'épisode dont ¢ fait partie se termine.

Pour calculer une estimation ¢ de v, il suffit de calculer la moyenne

Z Pt:T(t)—th

_tET(s)

ols) 7))

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Echantillonnage préférentiel pondéré

Pour calculer une estimation ¥ de v,, on peut aussi calculer la moyenne
pondérée

Z Per(h)-1Gt

teT( s)

Z PrT(8)—

teT (s

?(s) =

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Echantillonnage préférentiel : ordinaire ou pondéré

o Pour la version "premiére visite"
o variante ordinaire : non biaisée mais la variance peut étre grande (voir
infinie)
variante pondérée : biaisée, si les gains sont bornés, la variance
converge vers 0
o en pratique, la variante pondérée a une variance bien plus faible et est
préférée.

o Pour la version "chaque visite", dans les deux cas, il y a un biais,

mais il tend vers 0 avec le nombre d’échantillons.
= plus simple a implémenter.

f Precup, Sutton, Dasgupta (2001) Off policy temporal-difference learning with
|
i function approximation, Proceedings of ICML 2001
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Implémentation incrémentale

Comme pour les bandits, on ne veut pas stocker en mémoire toutes les
informations pour calculer les moyennes!

Pour la version ordinaire, on peut faire comme dans les bandits, en utili-
sant les gains pondérés a la place de la récompense immédiate

Pour la version pondérée, on doit travailler un peu plus.
o Pour un état s donné, on a les valeurs de gains Gy, Gy, ..., Gp—1.
o pour simplifier w; = py,.7(,)—1

n—1
1 w;G;
= supposons quonaV, 1= Zl;+l”
i=1 Wi
n
o On va maintenir, pour chaque état la somme des poids C,, = Z w;
i=1

o on a alors
Wn

Cn—l

Vi=V,_ 1+ (G — V-1l

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation "Off-Policy" par Monte Carlo

Input : an arbitrary target policy 7
Initialize Q(s,a) € R
Initialize C(s,a) =0

Répete éternellement

n’ + any policy with coverage of 7.

Simule un épisode en suivant la politique 7’

G+0

W1

Pour chaque état s dans I'épisode et tant que W # 0
G+ vG+Ri1q
C(St,A¢) < C(St,A)+W
Q(S1,Ar) <= Q(St, A1) +

T(AlSt)

W W——=
7/ (A¢lSt)

[G—Q(S,A]

W
C(St,Ar)

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation de la politique optimale : "off policy Monte Carlo"

On sépare ici
o la politique du comportement courant
o la politique que I’on cherche a optimiser : la politique estimée
o On utilise une politique gloutonne pour améliorer la politique
estimée
o le choix de la politique courante va rendre la convergence plus ou
moins rapide

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Evaluation "Off-Policy" par Monte Carlo

Input : an arbitrary target policy 7t
Initialize Q(s,a) € R
Initialize C(s,a) =0

Répete éternellement

n’ + any policy with coverage of 7.

Simule un épisode en suivant la politique 7’

G+0

W1

Pour chaque état s dans I’épisode et tant que W # 0
G+ vG+Ri1q
C(St,A¢) < C(St,A)+W W
Q(St,Ar) < Q(S1, Af) + A [G—Q(S:,Ap]
7(S) < argmax, Q(S;,a)
Si At # 7(Sy), on stop I'épisode et passe au suivant

7(A¢St)
W« W———
7' (AflSt)

>~ —(Stéphane Airiau) RL



Conclusions

Dans des domaines ol1 on peut répéter beaucoup d’épisodes
o on est capable d’évaluer une politique
o on est capable de trouver une politique optimale

= on n’a plus besoin de connaitre les modeles de transitions T et de ré-
compenses R

o dans beaucoup de situations, il est facile de simuler des épisodes.

o sion a besoin d’étudier des états particuliers et qu'on peut les
simuler =,on peut simplement faire les calculs pour ces états.

o ces méthodes n’effectuent pas de "bootstrap”

>~ —(Stéphane Airiau) RL



