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Exercice 1 : Perte de Huber renversée

Adapté de 'examen 2019-2020.

On considere un modele linéaire « — wTx et un jeu de données {(x;,y;)}1,, ot =; € R? et

yi € R.

Dans cet exercice, on renverse |'idée de la perte de Huber, en proposant une fonction de perte

qui ressemble a la valeur absolue sur [—1, 1] et a une quadratique partout ailleurs.

. n

On définit donc la “perte de Huber renversée” comme

v: R —- R
|t] if [t <1

t = t) :=
v(t) { tQT‘H sinon.

Cette fonction est convexe mais non lisse (car non dérivable en 0).

a) On s'intéresse tout d'abord au probleme non lisse suivant :

n

o1
minimiser — E v(zfw — ;).
weR? N i1

(2)

Peut-on appliquer I'algorithme de descente de gradient 7 Si non, quel outil peut-on utiliser pour

construire des algorithmes pour résoudre (2) ?

b) On considére maintenant le probleme

minimiser f(w) + A ZU([’U’]i),

weRd

ol f est une fonction de perte de classe C!, et \ > 0.

i) Comment s’appelle un probleme de cette forme ? Quel est le r6le du second terme de |'objectif

?

i) Ecrire I'itération générique de la méthode du gradient proximal pour ce probIéme.A quelle

condition est-il envisageable d'utiliser cette méthode en pratique ?
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Exercice 2 : Gradient proximal

Probleme posé en session 2023-2024.

On considere un jeu de données X € R"*¢ et y € R”, et le probleme de régression linéaire avec

régularisation “du filet élastique” (elastic net) :

o1 A
minimiser o~ | Xw — y|* + T [[w]|* + M|l (4

weR4

avec Ay > 0 et Ay > 0.

a

o

(@]

)
)
)
)

d

Quelle est I'utilité d'un terme de régularisation en général ?
Lorsque A1 = 0 et A2 > 0, quel est le réle du terme de régularisation ?
Méme question lorsque Ao = 0 et A\; > 0.

On rappelle que le gradient de la fonction ¢ : w — ﬁHXw — y||? est donné par
L o
Vo(w) = EX (Xw —y).

En utilisant cette formule, écrire I'itération du gradient proximal pour le probléme (4).
Lorsque Ao = 0 et A1 > 0, a quel algorithme le gradient proximal est-il équivalent ?

Lorsque A1 = 0, donner un algorithme du cours applicable a la résolution du probléme autre que
le gradient proximal.

Lorsque A1 > 0 et Ao > 0, il n'existe pas en général de formule explicite pour les itérés du gradient
proximal : en pratique, on utilise donc un algorithme d'optimisation a chaque itération du gradient
proximal pour calculer les itérés (de maniére approchée). Proposer un algorithme itératif parmi
ceux vus en cours qui serait applicable aux itérations du gradient proximal, et justifier de son
intérét pour ce probleme particulier.
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Exercice 3 : Perte logistique régularisée

On se donne un probleme de régression logistique construit a partir d'un jeu de données {(x;, y;)}7,
pour lequel on considere une perte logistique

0: (h,y) = In(1+exp(—yh)) (5)

et un modele linéaire  — xTw paramétré par w € R%. Le probleme d’optimisation associé est ainsi

migier%idser f(w) + AQ(w), (6)
f(w) = %Z In (1 + exp(—y; :c;rw)) , (7)
i=1

A >0 et Q(w) := L||w||?. La fonction Q est de classe C?, et on a VQ(w) = w.

a) Le terme A\Q(w) ne dépend pas des données. Comment appelle-t-on ce terme, et quel est son
role 7

b) Lorsque A > 0, le probleme (6) est fortement convexe. Comment cela se traduit-il au niveau de
la dérivée seconde de la fonction f + AQ 7

c) Ecrire (en pseudo-code) I'itération du gradient proximal appliqué au probleme (6), avec un pas
générique ay.

d) Comme (2 est dérivable, on peut aussi appliquer I'algorithme de descente de gradient a (6). Ecrire
(en pseudo-code) I'itération de la descente de gradient pour ce probléme, avec un pas générique
ay. Comparer les deux itérations.

e) Les solutions de (6) sont généralement de norme euclidienne plus faible que celles du probleme
non régularisé (A = 0). Comment la régularisation influe-t-elle sur cette norme, et quel est le but
derriére la réduction de cette norme ?
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Solutions des exercices

Solution de I'exercice 1 : Perte de Huber renversée

a) La fonction v n'est pas dérivable en tout point : I'algorithme de descente de gradient n'est donc
pas défini, et pas applicable sur ce probleme. En revanche, v est convexe, et il est possible
de définir le sous-différentiel (I'ensemble des sous-gradients) de v en tout point : on peut alors
construire des algorithmes pour résoudre (2) basés sur les sous-gradients et non le gradient.

b)

D)

Ce probleme est un probléme d'optimisation sous forme composite : la fonction objectif est
donnée par la somme d'un terme lisse et d'un terme non lisse. Le but de ce dernier terme
est généralement de régulariser la solution du probléme, c'est-a-dire de pénaliser les points
qui ne satisfont pas les propriétés souhaitées sur la solution.

En un point wy, I'itération générique du gradient proximal (avec une longueur de pas «y)
s'écrit :

d
Wiy € afgf;%d {f('wk:) + Vf(wi) " (w — wy) + Q;Hw — w3 + )\;U([’w]i)} :

Cet algorithme n’est intéressant que dans le cas ol les sous-problemes apparaissant a chaque
itération sont plus faciles a résoudre que le probleme originel.

Solution de I'exercice 2 : Gradient proximal

a) Un terme de régularisation permet d'ajouter de la structure (cad des propriétés particulieres) dans
le probleme, ce qui modifie généralement |'ensemble des solutions par rapport a une version non
régularisée du probleme.

Lorsque A1 = 0 et X\ > 0, le terme de régularisation est un terme de régularisation /5, qui permet
de réduire la variance de la solution par rapport aux données.

Autres réponses possibles : réduire la norme o de la solution, garantir I'unicité de la solution
lorsque le terme d’attache aux données est convexe.

Lorsque Ao = 0 et A1 > 0, le terme de régularisation est un terme de régularisation ¢1, qui vise a
favoriser les solutions parcimonieuses (ayant un grand nombre de coefficients nuls).

Autres réponses possibles : réduire la norme {1 de la solution, identifier les composantes de w
les plus utiles dans I'attache aux données.

La kieéme itération de I'algorithme du gradient proximal appliqué au probleme (4) s'écrit

20%

. 1 1 Ao
ween € ngmin { () + L (X, = ) X (w = wn) + 51w = w0l + Pl + el |

weRd

ou ay > 0.

e) Quand A9 = 0, I'algorithme du gradient proximal est équivalent a I'algorithme ISTA.
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f)

Lorsque A1 = 0, le probléeme est un probleme quadratique fortement convexe. On peut donc lui
appliquer I'algorithme de descente de gradient, mais aussi les variantes avec momentum (algo-
rithme de Nesterov, Heavy ball). En écrivant la fonction objectif sous la forme

n

A2 2 1 1 T 2 2

olw) + Zlwl? = - > 2 (@Fw - 5)? + dolwl?),
i=1

on voit que chacun des termes de la somme dépend d'un unique point du jeu de données. Cela

justifie qu’on puisse appliquer I'algorithme du gradient stochastique et ses variantes a ce probleme.

On peut considérer la résolution du sous-probleme par I'algorithme du gradient proximal lui-méme
I En effet, on peut considérer la norme ¢1 comme le terme de régularisation de la fonction objectif
du sous-probleme, et définir alors une méthode proximale. Celle-ci correspondrait alors a appliquer
I'algorithme ISTA, dont les itérations ont I'avantage d'étre définies de maniére explicite et sont
donc aisées a calculer.

On peut également envisager d'appliquer I'algorithme de sous-gradient a ce probléme non lisse,
méme s'il exploite moins la structure du probleme que le gradient proximal.

Solution de I'exercice 3 : Perte logistique régularisée

Le terme AQ(w) est un terme de régularisation : son rdle est de pénaliser les vecteurs w qui ne
satisfont pas une certaine structure ou, de maniere équivalente, de favoriser certaines formes de
solutions.

Puisque le probleme est fortement convexe et que f + A est de classe C?, on sait qu'il existe
w >0 tel que
Vw € RY, V2 f(w) + AVZQ(w) = ul .

L'itération du gradient proximal sur ce probleme s'écrit :

W41 € argmin {f('wk) + V[ (wp)" (w —wy) + Q;HW — wil]* + AQ(U’)} :

wcR4

Comme f et 2 sont de classe C?, elles sont dérivables et le gradient de la fonction objectif de (6)
est donc donné par V f(w) + AQ(w). Par conséquent, I'itération de la descente de gradient sur
ce probleme s'écrit :

Wp41 = WE — O (Vf(wk) + )\VQ(wk)) .

Cette itération est en fait identique a celle du gradient proximal sur ce probléme.

L'un des buts de la régularisation en norme £ ou norme euclidienne est réduire la variance de
la solution du probleme par rapport aux données : pour cela, la régularisation o impose une
contrainte implicite sur la norme euclidienne de la solution. Une solution de norme plus faible
sera ainsi moins sensible 3 une variation dans les données.



