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Exercice 1.1: Valeurs propres et valeurs singuliéres
Soit UXV'™T une SVD de A € R™*" avec U = [U1...up], V = [v1...v,], et o, = [X];; pour
tout 1 <4 < min(m,n).
a) Montrer que Av; = o;u; et AT u; = ov;. pour tout 1 < i < min(m,n).
b) En déduire un lien entre les valeurs propres de AT A et les valeurs singulieres de A.

c) Sirang(A) = r, que peut-on dire des valeurs singulieres ?

Exercice 1.2: Carrés de matrices

Soit A € R™ ™ une matrice définie positive (donc symétrique). Soit PAPT une décomposition
en valeurs propres de A, avec P orthogonale et A diagonale a coefficients diagonaux ordonnés par
ordre croissant Aj1 > Aoy > -+ > Ay,

a) Donner une décomposition en valeurs singuliéeres de A basée sur la décomposition en valeurs
propres ci-dessus.

b) Soit B € R™*" telle que B? = A et B >~ 0. Donner une décomposition en valeurs propres et
une décomposition en valeurs singulieres de B en fonction de celles de A.

c) Quevaut BT B 7 Retrouver alors le lien entre les valeurs propres de BT B et les valeurs singulieres
de B.

Exercice 1.3: SVD et factorisation QR

On appelle factorisation @R d'une matrice X € R™*" toute décomposition de la forme X = QR,

ol Q € R™*™ est orthogonale et R est triangulaire supérieure, c'est-a-dire que [R];; = 0 si i > j.

a) Pour toute matrice orthogonale C' € R™*"", donner une décomposition en valeurs singuliéres de
C X en fonction de la SVD de X.

b) En déduire une décomposition en valeurs singulieres de R en fonction de la SVD de X de la
question a).
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Exercice 1.4: Normes et valeurs singuliéres

On définit sur R™*™ |a norme matricielle induite et la norme de Frobenius :

a)

b)
<)

VI
x#0
VA € R™*"™,
[AlF = [P 1<i<m[Al;
125<n

En utilisant une décomposition en valeurs singulieres de A, montrer que ||A|| = o1, ot o1 désigne
la plus grande valeur singuliere de la matrice A.

Indication: Utiliser le fait que si @ € R*** est une matrice orthogonale, on a |Qz|| = ||z|| pour
tout x € RY.

Si A est carrée et symétrique, que vaut ||A]| ?

Avec les notations de la question a), montrer également que

Ol 01 >+ 2 Opin(n,m) SONt les valeurs singuliéres de A.

Exercice 1.5: Preuve constructive de la SVD

Soit une matrice X € R™*"™ non nulle.

a)

b)

En utilisant la définition de || X||, trouver v € R™ et u; € R™ tels que ||ui|| = 1, [|vi|| =1 et
X’l)1 =0o1Uuy, ou g1 = HX”

Prouver alors qu'il existe U et V1 telles que
01 wT :|

_ T _
X =U,X,VT, Xl{o v

en précisant les dimensions de U1,V 1, w, Y.

Montrer que

X, [ 3 ]H > (07 + wTw). En utilisant la valeur de || X 1|, en déduire que
w =0.

Conclure.

Exercice 1.6: SVD tronquée

Soit X € R™*" de rang r, UXV'T une SVD réduite de X avec o1 > --- > o, > 0.

a)
b)

On considere la SVD tronquée X, = UkEk,kV;f. Evaluer || X — XkH%

Application : Supposons que o7 = % Vi =1,...,m. Pour tout € > 0, déterminer le plus petit k&
tel que || X — X[|% < €.
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Solutions

Solution de I'exercice 1.1: Valeurs propres et valeurs singulieres

a) Comme A = UXVT et V est orthogonale, on a AV = UX. Par conséquent, pour tout i
entre 1 et min(m,n), Av; est la i-eme colonne de AV, et donc de UX. Cette i-eme colonne est
obtenue par le produit

0 _ -
: oilu)1
0
0
: oz[ul]m
- 0 - ) i

d'ol le résultat. La seconde propriété ATu; = o;v; s'obtient de maniére identique en utilisant
AT =vsTyt

b) Pour tout ¢ < min(m,n), on a
ATA’UZ' = O'Z‘AT’U,Z' = U?’UZ‘,

d'ou I'on obtient que af est une valeur propre de AT A (et v; un vecteur propre associé). Comme
les v; forment une base de |'espace R™ (V est orthogonale), on peut conclure que I'ensemble des
{02}, est exactement |'ensemble des valeurs propres de ATA.

c) D’apres les résultats précédents, si rang(A) = rang(AT A) = r, alors il y a exactement 7 valeurs
singulieres de A non nulles.

Solution de I'exercice 1.2: Carrés de matrices

a) Ona A= PAPT. Une décomposition en valeurs singulieres de A est de la forme uxvT
ou U et V doivent étre des matrices orthogonales de taille n x n, et ¥ doit étre de taille n x n
diagonale (car carrée ici). Pour obtenir une décomposition qui convienne a cette définition, il suffit
de poser :

U=P, X=A V=P

b) La matrice B est définie positive, donc symétrique. Elle admet donc une décomposition en
valeurs propres, qui s'écrit QDQ™, ot Q est orthogonale et D diagonale. Comme B? = A, on a
alors :
B?>=QDQTQDQ" = QD?’QT = PAPT = A.

En posant Q = P et D = Al/? (matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont /A1y,
VAsa,. .. ,v/A,, dans cet ordre), on obtient bien le résultat.

Par le méme raisonnement qu'a la question a), on en déduit que la décomposition PAY2PT est
également une décomposition en valeurs singulieres de B.
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c) En utilisant la décomposition de B trouvée dans la question précédente, on a :
B'B = (QDQ")'QDQ"
= QD'Q'QDQ"
= QDQ'QDQ"
- QD2Q"
= PAP".

On a donc BTB = A: les valeurs propres de BT B sont donc celles de A. Celles-ci sont les carrés
des valeurs propres de B, qui sont aussi les valeurs singulieres de B. On retrouve donc sur cet
exemple la propriéte que les valeurs propres de BT B sont les carrés des valeurs singulieres de B,
qui est vraie pour toute matrice réelle.

Solution de I'exercice 1.3: SVD et factorisation QR

a) Une décomposition valide en valeurs singulieres de C X est UcXVT avecUp = CU € R™*™,
qui est bien une matrice orthogonale.

b) On utilise la relation X = QR < R = QX (qui est valide car @ est orthogonale par
hypothese). En appliquant le résultat de la question a) avec C = QT on obtient R = (QTU)ZVT,
ol les matrices QTU, X et V forment les facteurs de la décomposition en valeurs singulieres.

Solution de I'exercice 1.4: Normes et valeurs singulieres

a) Soit UXVT une décomposition en valeurs singulieres de A, avec 3 a coefficients diagonaux
o122 Omin(m,n)-

Le raisonnement se base sur les propriétés des matrices U et V'T. La matrice U est orthogonale
par définition de la SVD : on a donc ||[Uyl| = ||y|| pour tout y € R™. La matrice V' est également
orthogonale, ce qui signifie que V7' = V! I'est aussi. On a donc ||z| = ||V z|| pour tout = € R™;
de plus, I'inversibilité de V7 garantit que

{zER”’z:VTm, wGR"} = R™

En conséquence,

42| USVTa|
zeR™ ||| zER™ |||
x#0 A0
=V Tz
= max
zcR" x|
£0
=V Tz
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On en déduit donc que ||A| = ||X]||. Le calcul explicite de cette seconde norme est possible, car on
a:
b
|%=] max ||2z||
zeR" | z|| ZER™
z#0 |z||l=1
0121

—  max Omin(m,n)#min(m,n)

z€R™ 0
lzll=1

IN
=
I
"

IN
B8
o]
"
Q
-
x
I
Q
=

I suffit ensuite de noter que le choix z = | .| vérifie ||Xz|| = o1 pour justifier que cette inégalité

est en fait une égalité.
On a donc prouvé que | A|| = | ]| = o1.

b) Si A est carrée diagonalisable, on a A = PAPT avec P orthogonale et A est diagonale. On

a alors ATA = PA2?PT, et on peut donc définir A > - > A2 comme les valeurs propres de
cette matrice. On sait que les valeurs singulieres de A sont les racines carrées des valeurs propres
de ATA, et on a donc oy = |\;|. On retrouve ainsi le fait que la norme matricielle || - || est égale a

la plus grande valeur propre (en valeur absolue), ce qu'on appelle également le rayon spectral.

c) En utilisant la méme décomposition qu'en question a), et les propriétés d'orthogonalité de U
et V,ona |[Ux| = || pour tout € R™, et ||zVY|| = 2| pour tout 2 € R™. Or, pour toute
matrice M € R™*", la définition de ||M||r donne

IMF = Vlmaal? + -+ [[mmel2 = Vmad |2 + -+ [l
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T
my,

ot M = : = [Me1 -+ - May] (la norme de Frobenius d'une matrice au carré est égale a

T
m,.e

la somme des carrés des normes de ses colonnes ou de ses lignes). Par conséquent, on a aussi
|[UM||p = [MVT||p = |M]||rsi U et V sont orthogonales.
On obtient donc :

lAlF = UV F = |[S]lr =

Solution de I'exercice 1.5: Preuve constructive de la SVD

a) Par définition de || X|| = max yecrn || X 2|, il existe un vecteur v; € R™ de norme 1 tel que
[|z]|=1

V1| = . En posant u; = =~ avec 01 = , on obtient bien les vecteurs souhaités.
X X|. E Xu X btient bien | haité

b) Soient U et V1 des matrices orthogonales, respectivement dans R™*™ et R"*", telles que u
(1) 1)

et vy soient les premieres colonnes des matrices U et V1, respectivement. Soient u; N TN
et vgl), R ) ( ) 1 les colonnes restantes de U et V1. On peut alors considérer la matrice UTXVI,
dont les coefﬁaents sont donnés par :
ul Xv; ‘ [uf ] i=1,..n—
1
()T Xv1)i1,.im1 l( TX”E J L=l
7 B0 O 1
Notre but est de montrer que cette matrice est de la forme :
T
o1 | w
Ui XV, =
LR 0Y;, |’
ol w e R etY, € Rim—Dx(n-1)
Onawuy Txv, = alulTul = 01||u1||2 = o1 d'aprés la premiére question.
Par ailleurs, pour tout 5 =1,...,n—1, on a:
T, 1 _ T (1) _
u;p Xv, ' =uju;’ =0
car V| est une matrice orthogonale.
En posant w = [ulTX'vgl)]j:l,,,,,n_l et Y1 = [(ugl))TijL:Lm’m_l, on obtient alors la
j=1,...mn—1
décomposition recherchée.
c) Ona:
x| 7| = | T o1 ol tw w
! w | 0 Y1 w - Ylw

Par conséquent,

2 T 2 T
X, o1 _ oy +tw w > ol +tw w ZU%—i—wTw
w Y w 0
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ou l'on a utilisé la définition de la norme d'un vecteur pour obtenir I'avant-derniere égalité. On

2
g1
1% ]
[l s'agit maintenant d’établir que w = 0. Pour cela, on utilise le fait que || X 1| = || X || = o1, car la
norme ne change pas par multiplication avec une matrice orthogonale®. Cela signifie que

remarque que O'% +wlw =

01 = max

v

= o + wTw.

Si wTw > 0, alors on obtient o > \/a% = o1, ce qui est absurde. On en déduit donc que

wrw = ||lw|* = 0, donc que w est un vecteur nul.

d) Dans les questions précédentes, on a prouvé que I'on pouvait définir des matrices U et V1
telles que

o1 | 0
UTXVy = | /.
avec 01 = || X||. On peut maintenant appliquer cette technique a Y, et obtenir des matrices

orthogonales Uy € R(M=Dx(m=1) ot v, ¢ R=1x(n=1) tg|les que

oo | 0
U YVy = |—1—|.
olioy = ||[Y] et Z € RI"=2x("=2) Sojent Uy = [ug Us)U; et Vs = [v3 V3]V1: on peut vérifier
que ces matrices sont bien orthogonales comme produits de matrices elles-mémes orthogonales, et
on a alors :

cp| 010
ULbXVi =] 0oa|0
0/0]Zz

En répétant cette opération autant de fois que nécessaire, on obtiendra donc une décomposition qui
s'identifie a la décomposition en valeurs singulieres.

Solution de I'exercice 1.6: SVD tronquée

a) Ona:
Sk | 0 2

X — X2 = |lUSVT —U vt

0 |0 "

. N . oL d
'Note : contrairement a I'exercice 4, on a défini ici o1 = || X]||.
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La norme de Frobenius est invariante par multiplication avec une matrice orthogonale; on a donc

ik |07 .
IX — Xll7 = || - = > o
0 0 P i=ktl
b) D'aprés ce qui précede,
T
IX - Xill7 = o7
i=k+1
1
= 2 5
i=k+1
R N O V5 L e |
ok+1 1 -1/2 — 2r

On a donc || X — X% > € si

2r—k

27‘

2

> € ©k<r—log2(1+2r62).

La valeur cherchée est donc [r —log, (1 + 27€?)].



