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Exercice 1.1: Valeurs propres et valeurs singuliéres
Soit UXV'™T une SVD de A € R™*" avec U = [U1...up], V = [v1...v,], et o, = [X];; pour
tout 1 <4 < min(m,n).
a) Montrer que Av; = o;u; et AT u; = ov;. pour tout 1 < i < min(m,n).
b) En déduire un lien entre les valeurs propres de AT A et les valeurs singulieres de A.

c) Sirang(A) = r, que peut-on dire des valeurs singulieres ?

Exercice 1.2: Carrés de matrices

Soit A € R™ ™ une matrice définie positive (donc symétrique). Soit PAPT une décomposition
en valeurs propres de A, avec P orthogonale et A diagonale a coefficients diagonaux ordonnés par
ordre croissant Aj1 > Aoy > -+ > Ay,

a) Donner une décomposition en valeurs singuliéeres de A basée sur la décomposition en valeurs
propres ci-dessus.

b) Soit B € R™*" telle que B? = A et B >~ 0. Donner une décomposition en valeurs propres et
une décomposition en valeurs singulieres de B en fonction de celles de A.

c) Quevaut BT B 7 Retrouver alors le lien entre les valeurs propres de BT B et les valeurs singulieres
de B.

Exercice 1.3: SVD et factorisation QR

On appelle factorisation @R d'une matrice X € R™*" toute décomposition de la forme X = QR,

ol Q € R™*™ est orthogonale et R est triangulaire supérieure, c'est-a-dire que [R];; = 0 si i > j.

a) Pour toute matrice orthogonale C' € R™*"", donner une décomposition en valeurs singuliéres de
C X en fonction de la SVD de X.

b) En déduire une décomposition en valeurs singulieres de R en fonction de la SVD de X de la
question a).
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Exercice 1.4: Normes et valeurs singuliéres

On définit sur R™*™ |a norme matricielle induite et la norme de Frobenius :

a)

b)
<)

VI
x#0
VA € R™*"™,
[AlF = [P 1<i<m[Al;
125<n

En utilisant une décomposition en valeurs singulieres de A, montrer que ||A|| = o1, ot o1 désigne
la plus grande valeur singuliere de la matrice A.

Indication: Utiliser le fait que si Q € R’ est une matrice orthogonale, on a |[Uz|| = ||| pour
tout x € RY.

Si A est carrée et diagonalisable, que vaut || Al ?

Avec les notations de la question a), montrer également que

Ol 01 >+ 2 Opin(n,m) SONt les valeurs singuliéres de A.

Exercice 1.5: Preuve constructive de la SVD

Soit une matrice X € R™*"™ non nulle.

a)

b)

En utilisant la définition de || X||, trouver v € R™ et u; € R™ tels que ||ui|| = 1, [|vi|| =1 et
X’l)1 =0o1Uuy, ou g1 = HX”

Prouver alors qu'il existe U et V1 telles que
01 wT :|

_ T _
X =U,X,VT, Xl{o v

en précisant les dimensions de U1,V 1, w, Y.

Montrer que

X, [ 3 ]H > (07 + wTw). En utilisant la valeur de || X 1|, en déduire que
w =0.

Conclure.

Exercice 1.6: SVD tronquée

Soit X € R™*" de rang r, UXV'T une SVD réduite de X avec o1 > --- > o, > 0.

a)
b)

On considere la SVD tronquée X, = UkEk,kV;f. Evaluer || X — XkH%

Application : Supposons que o7 = % Vi =1,...,m. Pour tout € > 0, déterminer le plus petit k&
tel que || X — X[|% < €.



