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Exercice 6.1: Gram-Schmidt

Soit R3[X] le R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 3 muni de la forme
quadratique g et du produit scalaire associé donnés pas

1 1
V(P.Q) € Rs[X%,  q(P) = / P()dr et (P.Q)= / P(2)Q(x) da.
0 0

NB : Comme ce cours n'est pas un cours d’intégration, on donne la formule

1
b
/(aa:3+bx2+cx+d)dxzz+3+g+d Y(a,b,c,d) € R,
0

a) Justifier que ¢ est bien définie.

b) Justifier que la base 1, X, X2, X3 (que I'on peut considérer comme la base canonique de R3[X])
n'est pas orthogonale et que les vecteurs ne sont pas de norme 1.

c) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt pour calculer une base orthonormale  partir de 1, X, X2, X3.

Exercice 6.2: Matrices et orthogonalité

Soit S™(R) I'ensemble des matrices symétriques de R™*™ muni de la forme quadratique
A s trace(AT A).

a) Donner le produit scalaire associé a la forme quadratique, que I'on notera (-, ).
b) Soit A"(R) I'ensemble des matrices symétriques de R"*". Montrer que S™(R)* = A™(R).

c) Dans le cas n = 2, donner une base orthonormale de S™(R).
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Exercice 6.3: Sous-espaces euclidiens

Soit E un espace euclidien de dimension n et F,G C E deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
les résultats suivants (énoncés en cours)

a) (F+G)t =F+ 4Gt
b) (FNG)t =F++ Gt

Exercice 6.4: Base orthonormée
Soit I'espace euclidien R? muni de la forme quadratique ¢ : R? — R définie par
Vx € R, q(x) = 42% — 2129 + 25 + 23.

a) Donner le produit scalaire associé a q.

1 0
b) Les vecteurs |0| et [1| sont-ils orthogonaux relativement a ¢ ? Sont-ils de norme 1 ?
0 0

c) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux deux vecteurs de la question précédente pour obtenir
deux vecteurs u; et uy orthogonaux et de norme 1.

0
d) Soit uz = |0|. Justifier alors que (w1, uz2,u3) est une base orthonormée de R muni de q.
1

Exercice 6.5: PSS

On considére I'espace euclidien R™ muni de la forme quadratique “canonique”, c'est-a-dire de la
forme quadratique associée au produit scalaire

V(a; y) € (Rn)Qa wTy = leyu
=1

de sorte que la forme quadratique est  — . On notera ||| = VxTx la norme associée.
Etant donnée une famille D de vecteurs non nuls de R™, on dit que cette famille est un PSS (de
I'anglais Positive Spanning Set) si

Yo e R"\ {0}, 3decD, d'v>0.
Dans la suite, on note (eq,...,e;,) les vecteurs de la base canonique de R™.

a) On se place d'abord dans le cas n = 2.

i) Montrer que la famille D; = {e1, ea, —es} n'est pas un PSS.

i) Montrer que Dy = {e1,—e; + e, —e; — ez} est un PSS.
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b) On revient maintenant au cas d'une dimension n > 1 quelconque.
i) Justifier que D3 = {ey,...,e,} n'est pas un PSS.
i) Montrer que Dy = {ey1,...,€e,,—€1,...,—€,} est un PSS.

iii) Donner un PSS de la forme {ey, ..., ey, d}, ol d est un vecteur que I'on précisera.



